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Г Л АВА I. 

КЛАССИФИКАЦИЯ И ВЫВОД УРАВНЕНИй 
МАТЕМАТИЧЕСКОй ФИЗИКИ. КРАЕВЫЕ УСЛОВИЯ 

§J.ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ 

Читатель уже знаком с обыкновенными дифферен
циальными уравнениями, т. е. с уравнениями, в которых 

неизвестная функция одной переменной содержится под 
знаком производной или дифференциала. Так, относи
тельно функции у= у(х) уравнение 

d1y dy - + А - + Ву = f(x) 
dx2 dx. . 

является nримерам обыкновенного tлинейного): диффе
ренциального уравнения второгg порядка. 

Если же неизвестная функция, входящая в дифферен
циальное уравнение, является функцией более чем одно
го аргумента, то дифференциальное уравнение называет
ся уравнением в частных проиэводных. Например: 

1) 
д и 1 ди 
дх = ~дt· 

2) 
д2и д2u д1u 

дх• + дуа + дz• = f(x, у, z), 

3) 
д1и 1 ди -=--
дх• с дt 

Максимальный порядок входящей в уравнение произ
водной (или дифференциала) от неизвестной функции на
зывается порядком урав-нения в частных производных. 

Так, уравне}{ие 1). в предыдущем примере является урав
нением 1-го пор11ДК8 в частных проиэводных, а уравне-
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ния 2) и 3)-второrо порядка. Решением уравнения в част
ных производных называется функция, которая при под
стаиовке в уравнение обращает его в тождество. 

· Например, произвольпая функция и= f(x + at) являет
ся решением первого из приведеиных уравнений. Анало
гично функция 

U= 

является решением уравнения 

д2u + д2u + д'и = О. 
дх2 ду2 дz1 • 

Легко проверяется, что функция 

и = Cr(x2- zll) + с2(у2- z2) + 
+ С3 Ху + С4 yz + C5 zX, 

(1) 

г де с1 , с2 , с 3 , с~, с5 ---: произв<;>льные постоянные, также 
является решением уравнения (1}~ т. е. мы сумели ука
зать бесчисленное множество решений уравнения (1). 

Рассмотрим еще один пример уравнения, решение 
которого несложно получить~ 

предполагая, что неизвестная функция v является 
функцией переменi-JЫХ х и у. Данное ур.авнеи·ие мож-

но записать в в11де ~ (дv) =О, откуда 
дх дх 

дv 
дх :::z «Fl(y), v(x, у) = «р1(у) • х + q>2(y}, 

где <р1(у) и q>1{y) являются произвольными функциями. 
т. е. рассмотренное нами. уравнение также имеет бес
численное множество решений. 

Итак, можно утверЖдать, что решение уравнения в ча
стных пронзводных (как и обJ>(кновенных дифференцИаль
ных) определяется неоднозначно. Как выделить из всего 
множества решений уравнения одно, интересующее нас, 
буДет показано ниже, а сейчас рассмотрим наиболее 
часто встречающиеся на практике уравнении в чаtтиык 

riроизводных. · 
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§ 2. ОСНОВНЫЕ ТИnЫ УРАВНЕНИй 
МАТЕМАТИЧЕСКОй ФИЗИКИ 

]( ооiо.вным уравнениям математической физики отно
\:ЯТ следующие уравнения в частных пронзводных вто

рого порядка:· 

1) .Уравнения Лапласа и Пуассона 
}у'раннение 

(2) 

называется уравненнем Пуассона в трехмерном простран
стве. Если в этом уравнении f(x, у, z) == О, то оно назы
вается уравнением Лапласа: 

(3) 

Для двухмерного nространства уравнение Лалласа 
имеет вид: 

(4) 

для одномерного 

В некоторых задачах удобно использовать уравнение 
Лапласа не в декартовых координатах, а в цилиндричес
ких в случае трехмерного пространства 11ли в полярных 

для плоского случая. 

В цилиндрических координатах (х = г cos !Г, у= г sin !J1, 
2 = z) уравнение Лапласа запишется как 

' 

(.5) 

и для плоского. случая в nолярной системе координат 
(х = г cos q>, у = r sln ер) оно б у дет н меть в11д 

(б) 

Уравнения (2)- (6) также называются уравнешrями 
элл иптическоrо типа.· 
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К исследованию уравнения Лаl'lласа и Пуассона прri
водит рассмотрение задач. о стационарном процессе. К 
ним относятся, в частности, задачи гидродинамики, диф
фузии, фильтрации, стационарного распределения темпе
ратуры и т. д. 

2) Уравнение теплопроводности или пьезопроводности 
Уравнение вида 

ди =а" (д2u + д2u + a•u) (7) 
дt дх1 ду2 дz! 

:l:iазывается уравнением параболического типа и описы
вает неустановившийся 'режим тепломассового обмена. 

Оно имеет вид для плоского случая 

ди = а2 (azu + д2u)· 
дt дд2 ду" 

' 

(8) 

для одномерного 

ди 2 д2и 
-=Q 
дt дх2 

(9) 

Как уже было отмечено, к , исследованию уравнениИ: 
(7 - 9) приводят задачи нестационарного масса- и тепло
обмена, в частности, исследование задач о неустановив
шемся режиме распространения тепла, (при этом в урав
нениях (7)- (9) а2 озiНlЧ~-~:Х: коэффицие-нт температуропро~ 
водности, а и- температуру- в любой точке исследуемой 
области в любой момент времени), о фильтрации упру
гой жидкости в упругой пористой среде (а2 = х- коэф
фициент пьезопроводиоспt; под и мыслится давление в 
любой точке исследуемой _среды), о неустановившейся 
диффузии (а2 = D- коэффициент диффузии, и- концент
рация), о течении жидкости в магистральных трубо
проводах, если инерционное слагаемое мало по сравне

нию с трением о стенки трубы (нод и понимают _давле
ние или скорость для капельной жидкости и массовую 
скорость для газа). 

Если при рассмотрении этих- задач окажется, что в 
исследуемой области функционируют внутренние источ
ники и стоки массы или внутренние источнhки тепла. 

то уравнение следует записать в виде 

б 

д и - + f(x, у, z, t)= 
дt 

=а "(д
1

и + д1и + д•и). 
дх1 ду• дz'li 

(10) 



г де функция f(x, у, z, t) характеризует интенсивность 
функционирующих источников. Уравнение (10) также на
зывают уравнением параболического типа. 

Уравнения (7)- ( 10) являются простейшими уравнени
ями параболического типа. Уранnение (7) записано в де
картовых координатах. В цилиндрических координатах 
Qыо будет иметь вид 

ди = а2 ( д2и + _1_ д и_+ 
дt дг~ г дr 

( 11) 

в полярной системе координат 

д и = а2 (д2и + j__ ди + _1_ д2и )· 
дt дr1 r дr г~ д<рl 

(12) 

3) Волновое уравнение 

Уравнение 

д2u = а2 (д2u + д2и + д2u) ( 13) 
дt2 дх2 ду2 дz2 

называется уравнением гиперболического типа; оно описы
вает процессы, носящие волновой характер, и потому 
также называется волновым. Для плоского случая оно 
имеет вид 

(14) 

(15) 

Волновым уравнением можно описать следующие про
цессы: 

·а) поперечные колебания струны (при этом под и по
нимают поперечное отклонение струны от недеформиро
ванноrо состояния~ 

б) продо.Льные 1 колебания упругого стержня (и- про
дольное отклонение частицы от ее положения при от

сутствии деформации), 
в) течение жидкости или газа в коротких трубах, ког

да трением о стенки трубЬI можно пренебречь (под и по
нимают давление, скорость или расход жидкости). 

В цилиндрических к-оординатах уравнение (13) имеет 
вид 
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д2и = а2 (д~~~ + _1_ ди + 
дt2 дr 2 r дr 

\ 

+-+-- . д2 и 1 а~и ') 
дz2 r2 дrр2 

(16) 

Отметим еще, что еиш есть воздеi'Iствие внешннх сил на 
струну в задаче а, ию1 массовых сил в задаче б, нлн 
функцион!!руют внутренние источники массы в задаче в, 
то вместо, например, уравнения (15) на.1.о расс~атривать 
уравнение 

f( . t) + д2и - 2 д~и 
х --а-

' . дt2 дх2 
( 17) 

8 уравнеНИЯХ (1~))- (17) I{OЭффИJl.llt'HT а ССТh CI{OjiOCTI. 
звуh:а в J.внной среде. Следует особи отметить, что а не· 
есть скорость движущейся частицi,I, а является скоро

стью передачи состояния и завис11т от физичео;11х своОсТI~ 
среды. Так например, значенr1я скорост11 зву"а различны 
при теченин разлнчных нефтенрод~тrон (или же газа) гю 
трубе. 

4) Те.zеграфное уравнение 

УстановiJвшееся течени~ ЖI1.J.IiOCTJI н трубах опис!.l
вается снстемоо уравнен11й 

/ --?!! + [(х, t) = fl!~ _J_ ') au 
1 dx дt ' -

~ - _1_ i!J! + g(x, t) = rJu 
1 с2 ut дх 

( 18) 

1 
\ 

ГДL' фyiii\Illlll f(x, 1) Xi:lj)ili\TCpИЗ.YCT Mt'CTO 11 раuоту JldCOC· 

ных cтaHILIIii в труuонрово.tс (в случае капельной жидliО
сти), а g(x, t)- место и интеНСIIВНость отборов 11 по:t
!{ачек. 1 Iри отсутстюш отборов и насосных стаiщнi/ 
(f(x, t): :0 11 g(x, 1)=0) CIIcтt:мa (18) может бып, сведена 
к о:lному ypaвlleiiJIIO относительно давлении р(х, /) 

д~р = _1_ d2p + 2а ~р 
дх2 12 дf2 с" дt 

ИЛИ OTHOCIITeЛbiiO MaCCOHOii CI\OpOCTII U(X, t) 

8 

( 19) 

(20) 



такого вида уравнения называют телеграфнымн. Решение 
уравнений (19) или (20) имеет волновой характер, но с за
тухающей амплитудой. Степень затуханшт зависит от зна
чения велпчины а, характеризующей трение о стенки 

трубы. Телеграфное уравнение так же, как и волновое, 
относят к уравнениям гиперболического типа. Отметим, 
что в приведеиных выше уравнениях х, у и z означают 
декартовы координаты, параметр t- время. 

§ 3. КРАЕВЫЕ УСЛОВИЯ ДЛЯ ОСНОВНЫХ УРАВНЕНИй 
МАТЕМАТИЧЕСКОй ФИЗИКИ 

Ка!\ уже отмечалось выше, решения приведеннLiх урав
нений в частных прои:аводных определяются неоднознач

но. Вообще говоря, решение какого-либо из этих урав
нениii не может служить решением какой-либо физичес
кой задачи. Для решения конкретной физической задачп 
необходимо знать, какое именно II:J этпх уравнени!i сле
дует ·решать и при каких дополнительных условиях, дик

туемых характером :3a.:La чи. Так например, еслн имеет 
место течение жидкости к совершенной по степен11 вскры

Т)IЯ и характеру скважш1е в "плоском" пласте, то исходя 

11з (6), давление р(х, у) онределяют из уравнения 

d2p + _.!.._ dp = О, 
dr2 r dr 

решение которого имеет в1rд 

р = с 1 +с~ lп r 

нри щюнзволы1ых значениях постоянных с1 н с2 • !lля 011-

ределения этих rюстонннi.IХ необход11МО зад<ШIIе двух 
JLополнJrтельных условиii, нытекающих 11з характср3 за

дачи. Такими условинм11, например, могут быть задание 
давления P~t на контуре нитанин r = Rк 11 .тебита или да
вления Рн на забое скважины r = Rc. В этом случае ре
шение задачн нмеет ви?~ 

Р =Рн + 

Таким образом, чтобы обеспечить единственность ре
шения конкретной физической задачн, необходимо, поми
мо уравнения, наложить на искомую физическую величнну 
еще дополнительные условия, характер которых онреде

ляется физическим явлением. .\лшсt rиаР 'й(IIPI д!\IIIHH' 
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~равн'Z!1111е. Этн дополнiпельнr,rе уелопни ~адаютсн в фormc 
так на:~ыааемых граничных н начальных ус:rовш1. Соноr(уJI
ность гpaiHIЧIIЫX и начальных условий называют краевыми 
условиями задачи. При этом, если уравнение описывает 
установнвшийся или стш~ионарный нроцесс, т. е. процесс, 
при котором искомая физическая величина, пзменяясь от 
точки к точке, остается ностоянноii во времени, дополни
тельное условие длп искомоi'! величины достаточно задать 
только н форме граничных условий. Если же нроцесс, опи
сываемыi·, уравнен11ем, является неустановнвшнмся, т. е. 

искомая физическап велнч1ша нзменяется не только в 

завиенмости от пространственных координат, но и от 

времени, доnолннтельные условия длп искомой физичес
кой величины следует защпь как в форме 1·раничных ус
ловiiй по nространствеиным координатам, так 11 началь

ных условий по времени. Сформулнруем граничные 11 на
чальные условия для приведенных основных уравнен1111 

математ11ческой фнзr1ки. 

Граничные условия для уравнений эллиnтическоr,) тиnа 

Уравнения Пуассона (2) и Лапласа (3)-(4) относятся к 
числу уравнений в частных нро11зводньiх, описывающ11х 

установившиеся nроцЕ:>ссы. _-!.ля ОI1ре-делення физических 
велнчин, участвующих в этiiх нроuессах, следует, как 

уже было отмечено, помимо уравнения, решением I<ото
рого является 11скомая величина, сформулlfровать гра
ничные условия, т. е. условия на 1·ранице обласпr, в ко
торой ищется решение. Если искомая функцllя u(x, у, z) 
удовлетворяет уелен'>lгm Лапласа 

.'j?'; " ., "follt ю 
д'и + д2и + д?и = О 
дх2 ду2 дz2 

(или вообще .1юбому ю уравнений (2)-(4)) во всех внут
ренних точках нei(oтopoii области, ограниченной поверх· 
ностью s, то на граннце s следует задать одно из трех 

условий 

u(x, у, z) ls = cpl(p), (21) 

ди 1 - = f{>2(p), 
дп 

s 

(22) 

(23) 
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rдер-текущая точка границы s, 
дп 

дll 
означает н уело-

нш1 (22) производ'ную от искомоii функции по наiiравле
нию внешней нормали I< поверхности s. ~r словiiЯ {21)
(23) называют граннчными условнямн соответстБенно I, 
II, Ш рода. Задача интегрирования уравнения Ланласа с 
граничным условием 1 рода называется задачей Дирихле. 
Ecлii ставится уеловне II рода, то такая задача называе·~
ся задачей Неймана. В частности, ес.ш уравнение Лапла
са описывает установившийся режим фильтрации, а функ
ция u(x, у, z) определяет давление в каждой точке пла
ста, то граничное условие (21) означает, что в точках 
поверхности s задается данление (нaiipllмep, давление на 
забое скважины и на контуре ПIIтан11я нри нлосJ<о-парал
лельном течении); заданне граничного услов:1я II рода 
равносильно заданию потока фнльтрующейся жидкости, 
т. е. дебита н каждой точке р границы s. 

При рассмотрении стационарного распредел~ния те:--1-
нературы (и-температура в JlЮбой точке области, огра
ниченной поверхностью s) формул11ровка граничных усло
Jшй будет сводиться к заданию значения или искомоii 
функции и- температуры в точках Jiоверхност\1 s (гра
ничное условие l рода (21) ил1r теплового потока в точ
ках поверхности s (граш1чное условие (22)). Это услонне 
встречается, например, в за.:.Lачах о распространении тен

ла в пласте под действием нагrевателя, закачиваемого в 
скважину. В том случае, когда на граннце s не заданы 
значения нrr температуры, ни теплового 11отока, но I!ЗI.Н:~

стен коэффициент теплоотдачи от ннсшнеii среды к те
лу, граничное условие будет формулироваться равенст
вом (23) (граничное условие 111 рода). ГраН!!ЧНОе условие 
111 рода возн11кает также Iipii рассмотрени11 задачи о 
фпльтрации жидкост1r в пласте, когда имеет место пере
ток жидкости н выше- илн нижележащие пласты. 

Отметим еще, что граничное условие (23) является 
наиболее общим, включающим (21) и (22) как частные 
случаи. 

Граничные и начальные условия для уравнения 
параболического типа 

J-"равненпе теплопроuодностrr (7)- (10) ОIIIIСывшот не
стационарные процессы, и следовательно, как уже отме

чалось, дополнительвые условия для искомоП функции 
следует сформулировать в форме граничных 11 начальных 
условий. Чтобы задать начuльное условие, нужно :~нать 
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R HtiЧ3JII,HЫй МОМС'НТ (l = 0) расиределение ИСКО~IОЙ фИЗII
ЧеСКОЙ ВСЛIIЧI!НЫ 

u(x, у, z, t) !t=o = U0(x, у, 2). 

Это можt:'т Gыть начальное пластовое давление при 
решении уравнения пьезапроводности в задаче о фильт
рациJI жидкости в у11ругой пористо!"1 сре.1е, начальное 
распре,:tеление температуры при решении задач11 о нt>ста

ционарном распределении температур, начальное распре

деление концентрации для уравнения диффузии и т. д. 
Функция u 0 (х, у, z) задается из конкретных условий 

нли определяется нз услов11й задачл, в частности она мо
жет быть константоii. 

Так, при рассмотрении задачи о неустановившемсн те
чении жидкости в магистральном трубопроводе давление 
в любом сечении его, если пренебречь инерционным сла
гаемым, определяется из уравнения 

д2р 2а др 
-=-- (2-t) 

EcJlИ до начала неустановившегося режима движение 
в трубощюводе отсутствовало, то начальное услоВ11е ои
ределяется константой 

р(х, t) lr=~ = Ро = const. 

Если ж~ в трубопроводу имело место установившееся 
течение Жllдкости, а при t =О в силу !{аких-либо прнчин 
(например, JJзменили давление или расход хотя бы на од

ном конце трубопровода) изХ~енился режим его работ!.!, 
то начальное рас!lределение давле1тн р0(х) будет о!!рt>
деляться И:i урапненин (2-1-) с учетом rраничнi,IХ условиi1, 
имевiiiИХ место пр11 начальноХ~ уоанов11вшемся режиме 

Р1_,=0 = Рш Pix=l =. Рк 

(l- :uiНна трубопровода), а именно, 

д2ро~~ =О. 
дх2 

Отсюда имеем 

( ) _ + Рf.-Рн 
Ро Х - Рн - х, 

l 

т. е. начальное условие определяется линейной функ

цiiеii. 
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Граничные условия для: уравнений (7)- (10) формуЛII· 
{)уются аналогично тому, Ki!K это было сделано д..'IЯ урав
нения Лапласа (условия (21)- (23)), но поскольi{у уравне
ние тина теплопроводности описывает несташюнарные 

проuессы, то и условия на границе рассматриваемой об
ласти, которым rюдчиняют искQмую физическую величи
ну, бу;1.ут содержап. функцию, в общем случае завися
щую от времени, т. е. еслн чы определяем функцию 

u(x, у, z. t), у доD.lетворяющую уравненню 

во всех внутренн11х точках области·, ограниченной по
верхностыо s, то на грашще s функция u(x, у, z, t) долж
н i1 у донлетвор ять одному из условий: 

u(x, у, z, t) ls = (р 1 (р, t) (rр<шичное условие 1 рода), (2б) 

- = ~2(р, t (граничное уеловне 1 рода), (26) -ди 1 ) 1 
·дn 

s 

( 
щ + i. ди\ = (р3(р, t) (граннчное условие Ill рода), (27) 

дп) .. 
/ ,')' 

г де р- текущая координата новерхностн s. 
Так, нри решении уравнения (24), записанного относи

телыrо давления р(х, t) в любом сечении х(О <:, х <:, /) ма
гистрального трубопровода, возможно за,цние гранич
ных условнii следующими равенствамw. 

1. Значения давлення на r<oнitax трубопровода при 

t>O: 
р(х, t)i_,=o =.::.: ЧJ1(t), 

р(х, t)lx=! = ~2(!), 

r де (p1(t) 11 ~1 (/)- И3Вестные фунiЩИII вре~Iени. Hallpllмl'p, 

'i'i(t) = Рн(l + COS (l)t), Ч'z(/) = Рк• 
IIЛI! 

c:r1(t) = р", ja(t)- o(t- 11)) 1-

-j-.p",[ '(/- 11)- а(! -/2)] !- Рн, a(t- f1). 

11. Значсн11е давлен ин в начале трубонровода (х =-= 0), а 
Б конце его (х = l)- значен11е расхода (илп нронзводной 
от искомоii фунrщии по х): 

р(х, t)lx=O = (J)zfl), 
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др(х. t) 1 
дх x=l = <rz(t). 

В частном случае, если конец трубопровода заi\рыт, 
то 

др(х' !]_ 1 = О. 
дх 

x=l 

III. В начале (х =О) 11 в J{Онце (х =/)трубопровода мо
гут задаться расходы 

др(х' t) 1 = ft>t(t), 
дх 

х=О 

= Чz t). 
дх 

др(х, L)_l ( 
x=l 

Граничные и начальные условия для волнового 

и телеграфного уравнениИ 

Гранiiчные условия для волнового и телеграфнои~ 
уравнен11й задаются теми же условиям н (25)- (27), что rt 
для уравнении теплопроводности. Но поскольку волно
вое и телеграфное уравнения содержат по rrеременноi1 t 
нроизво,·шую второго порядка, то для указанных урав

нений должно бr,Jть сформулировано два началышх ус
ловия: 

ll(X, у, Z, t) /r=O = 'blX, у, z), (28) 

d_и(х, ~ \ _ 1 ( ) , - \f/2 х, у, z . 
(J/ 

/о=О 

(2~1) 

Ec.1Ir и- 110тенцнал СI\оростн, то услов11е (28) равно
сильно :1аданшо начального раснределения nотенцнала 

cr,opocтe!"r, а условие (29)- начальнЬму распре де леншо 
давленнй IIЛir дефор~1ациii. 

Дли системы ( !R), учитывая, что 11 и(х, t) 1r р(х, t) со
держатся под знаJ(ОМ IIрО!Iзводной но переменноii t, так
'ке следует задать два начальных условия: 11ачальное рас

нределение давления 

р(х, t)ji=O ::-:-с Ро(Х) 

н начальное распределение скоростн 

u(x, t) lt=o = и0(х). 
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Граничные. ус.rювиi(;:тQЖQ :В;Q чжwо 8wть ;~~:ва. Это мо
жет быть, напри ~ер, давлен не (р(х, t)lx=o = Рн(t)) или рас

ход (u(x, t)lx=O =ин(/)) в начале трубопровода и в конце 

~го- одно из условий: давление (р(х, t) lx=l = Рк(t)) ИЛII 
расход (и(х, t)l_,·=t = и"(t) 2). В том случае, если t<раевые ус. 
лония д~1я системы (18) удается записать относительно 
одной из функцнй и(х, t) или р(х, t), то, как правило, ре
шают не систему уравнений, а одно уравнение (19) 
И:JIII (:20). 

Таким образом, для уравнення (15), описывающего од
номерное распространен11е волны, необходимо знание, на
нример, значения и на концах х =О и х = l. а также зна

ди 
ченин и н - при t =О. Первыми (граничными) условия

д/ 

MIJ, шшрнмер, могут быть 

иlх=О =О, иlx=l = О, 
что означает закрепление концов при колебании струны. 
Таким образом, причиной возмущения, т. е. появления 

ди 1 колебания в струне, могут быть ll/t=o и -, , г де и 
дt 11=0 

-означает смещение точек струны от положения равнове

ди 
сия (и(х) =О) н - -скорость смещения. Поясним пос-

дt 

ледние условия. Для этого рассмотрим различные (воз
можные) условия, приводящие к колебанию струны 
(рнс. 1). 

3r-----~--t~ 
о х:е 

Рис. 1 

I. Струне далн онределенную начальную форl\!У 
(рис. 2) и предоставнлп caмoil себе uсз начальной скоро
сти. В этом случае начальными условинмн будут 

иlt=O = f(x), 
да 1 

дfl 
!t=a 

=0. 

Фунl{цню f(x) определяют, исходя ш начальноii фор
мы струны. Например, для условня рис. 2, б она имеет 
вид 

4-1717 

x(l-x) 
u/t=O = f(x) = 

1 
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а) 5) 

Рнс. 2 

В этом случае причиноi'! колебан11я струны tт. е. nри
чиной волнового движения) является удаление струны от 
положения равновесия и нредостанление самой себе. 

11. При условиях 1 возможно задание тякже начi1ль
ной скорости (например, толчок). В этом случае Ilачаль
НЫМ!f УСЛОВI!ЯМИ бу.тут · 

rJ.!_ll иlt-c1 = f(x), 
дt 

о-се Ч (х). 

.·~о 

Есл11 в yc.1oнiiHX I решение задач11 бу.1ет зависеть. 
только от f(.x). т. t;. от начальноii формы струны, то в ус
ловиях 11 оно зависит IUtк от начальнМ1 формы f(x), т;н{ lt 

от начального р11с11ределения скорости (р(х). 

~ ~ .~4г------т-~ ------~_. 

-~ Х:Х1 
Рнс. 3 

111. J\o"1l'U3111!L' струны BO:J~IOЖIIO 11 UC:! H:!:VIl'IICIIIIЯ II~I'I<J:JJ,
!IOГO ПОЛ 011-;сн 11 Я (Т. С. 1!3 '1 iU! i>!IOЙ фо)1 МЫ), l'C.'ll1 зада Т!, 11 а Ч il.IL,-

11\'10 скоросп, (pi!C. :3). Пr11 это~1 11<1'1~1ЛЬIII>Il' yc.riOIJIHI IIJlШIYI 
ПIIД 

1 
::-С йul 11 t~п. -

iJt 
1·-0 

= <р(х). 

Н Г! решен11е 3адачи б у дет в л н ять только расiiрещ·.н·ние: 
начальной CI\Opocтl! rp(x). 

Вывод уравнений течения жидкости в круглых трубах 

Н предыдущих параграфах уназывалось, что с помощью 
'-·ранненнi1 математической фи:чики описывают те или 
иные ф11Зичесюtе llpouecct,l. В частности, ноле давления 
в трубопроводе может б1пь о11исано уравнением тепло-
11ровоJ.ности. Чтобы убедитын в этом, рассмотрнм конк
ретное физическое явление: неустановиншееси течение 
жидкостн н трубопроводе. 
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Пv·сть имеем неустановнвшееся теченне жидкости в го
ризонтальной цилиндрической трубе. Обозначим среднее 
давление в сечениях трубы 1-1 н II-11 через р(х, t) и 
р(х + dx, t) (рис. 4). Сила трения, действующая на боко
вую поверхность элементарного круг л ого цилиндра, за

ключенного между сечениями 1 -- I н Il- 1/, будет равна 
-

1 11 

1 
1 dx 1 , ... .., 

х 
о 1 /1 

Pi!C. 4 

't Y.dX, г де У.- смоченныii нериметр, а -::-касательное на
пряжение. Сумма всех сил, действующих на выделенный 
элементарный пилиндр, будет равна 

-:У. dx + F(p (х + dx, t)- р(х, t)) = 
:._:: -::z dx + F др dx 

дх ' 

здесь через F обозначена площадь поперечного сечен11я 
трубы. 

По принцину Даламбера эта сумма всех действующих 
CIIЛ равна силе инерцви: 

li(m~·) il(pF dx Ul') d(p:c') . 
--- = --·- =- F-- d\. 

dt dt dl 

По теореме импу Jiьсов дифференциал I\Оличества дви
жения d(pwF)dx равен элементарному импульсу всех дей
ствующих сил (в 11роекциях на ох) 

- r -сх (iX + F ~~ dx J dt. (30) 

Через w обозначена средняя по сечению скорость' двl!
жения жидкости, р- плотность. Итак, нз теоремы !!М
пульсов имеем 

d(pw) __ У.~ _др 

dt F дх 
(31) 
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Как 11звестно, 

d(pw) = д(рw) дх + д(рw) = 
dt дх дt дt 

д(рw) д(р:.:•) =W-·--+--· 
дх дt 

Так как скорость w мало меняется по длине трубы, 
то первым слагаемым правой части последнего выраже
ния можно пренебречь 110 сравнению со вторым и С"'!l
тать 

д(рw) _ d(p02·) -----
дt dt 

И тогда вместо (31) будем иметь 

д(р·:·) = - ::::·-др 
дt р дх 

(:32) 

Касательное напряжение 't определено (для установJJв
шеrося течения) опытным нутем по формуле 

~ = __!_ 1. w2 

р 8 ' 
а 

где а- гидравлический радиус, л·- гидравлическое соrrро
тивление. С учетом двух последних равенств уравнение 
течения (32) перепишем н внде 

~ар = д(рw) +_л_ pw2. (а:ч 
дх дt 8 о 

Выведем тенерь уравнение неразрывности (или мате
риалыюга баланса). Колнчество жидкости, проходящеii 
через сеч~ння I-I, н количество :жидкости, проходящей через 

· II-li, не равны между собой, т. е. 
Fv(x, t) =1= Fv(x + tц, t), 

где v- массовая скорость, ·и= pw. 
За время Ы разность между количеством пр!поr(а 

жидкости в рассматриваемr,Jй элементарный цилиндр 

Fv(x, t) и утечкой из этого объема Fv(x + дх, t) приводит 
к изменению плотности жидкости в объеме. Если 
v(x, t) > v(x + дх, t), то в объем н ритекает больше т.идко
сти, чем вытекает из него, и это приводит к увеличению 

18 



плотности, т. е. p(x1t +М)> р(х1 /). Изменение количест
ва жид1сости в данном объеме эа время !!..t составит 

[г(х+!!..х, t)-v(x, t)]FM. 

Изменение массы в том же объеме за время tJ.t бу
дет 

- [р(х, t +М)- р(х, t)) FtJ.x. 

Так как из закона сохранения массы эт11 количества 
равны, то· получ11м 

t•(x+&x. t)-u(x. t) 

Ах 

р(х. t+M)-p(.,, t) 

м 

Перехо.а.я к пределу при Ы ->О, tJ.x ___"О, будем иметь 
уравнение неразрывности 

Т а к как 

и 

д(pl:f) др 
--=--
дх дt 

др- dp др 

дt -lPat 

dp 2 
-=С 
dp ' 

(:34) 

где с- СJ(Орость звуi(а в даннМ1 среде, то уравнение (:)4) 
примет вид 

д(р:L•) = - 1 др 

дх с' дt 
(35) 

Таким образом, мы 11олучаем следующую с11стемх урnв
неннй для онределения р, р, w: 

-др = д(рш) + 2._ pw2 
дх дt 81; 

.,_?!. = с2 д(рw) . 

дt дх 

(36) 

t 
К этоii системе следует добавить еще уравнение состоя
НШI. 

Система (36) является нелинейной, н в общем случае 
ее решеиве может быть получено чнсленным иетодом. 

Для получения расчетных формул аналитнческнм путем 
пользуются линеаризованной системой уравнсння. Один 
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11з сиособов .1инrаризации состо1п в том, что ве.lИЧIIНУ 

заменяют ее средним значением: 
~(j 

i.:l.' _ ( 'лw) _ ') -- -~а. 
Ri\ Ro 

', ClJ 

Тогда СI!Стема (36) 11рвмет в11д 

{ др д(р~·) t 2 ( ') 1--=--- apw 
1 дх дt 
1 
1 - '!!! = с~ д(р:::·) 
1 дt дх 

t 

(37) 

Эту систему можно свести 1\ тс,1егра фночу ура вне-
HIIIO 

cz д2р = а~р -:- 2а др . 
дх~ dt~ rJt 

.J,ля магистральных трубоnровод.оа nотеря давления 
на трение обычно превосходит инерционное слагаемое, 11 

поэтому в нервом уравнен1111 системы (37) можно nре
д' р <!) 

небречь слагаемым _\- 110 сравнению со слагаемым 
дt 

2 a(pw). Тогда 11з системы (37) легi<О nолучается уравнение 
для определения р 

с2 д2р = 2 а др . 
дх" dt 

Это уравненне тиnа теп;юnроводностн. Для коротких 
трубопроводов 11отерн .·~авлення на тренне обычно неве-

лика, 11 можно 11ренебречь сла1·аемым Р"-_ w2 в системе . в~ 

(36) по сравнению с инерцiiонным слагаемым. 
Тогда систему (35) легко свест11 к волновому уравне-

нию 

iJZp д2р 
- =С2-. 
дt" rJx" 

При решении конкретной физичесl(оii задачи мы не мо 
жем исхо'дить только из уравнения, а как было указано 
выше, должны учесть некоторые дополнительные усло

вия. Сформулируем эти условия для случая, когда пре
небрегают инерционным слагаемым. Условия по времени
так называемые начальные условия- могут быть следу
ющие: 
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1) если в начальный момент яrемсш1 t =О днижен не 
в трубопроводе отсутствовало, то дав,1ение u трубопро
воде в этот момент имело 110стоянное значен11е р0 . Та

ки~! образом, математическая Jапись этого началь11ого 
условия имеет в11д 

р(х, t) l,c~~ = р(х, 0) = Pn; 

2) CCЛII к моменту t =О в трубо11роводе установилось 
течен11t', та!(ое, что в начале трубопровода поддерживает
ся ностоянное давленне Pn• а в конце трубопровода дав
ление р,., то начальное услов11е будет иметь вид 

IJ(X t) 1 = р .. L Рк-Рн Х 
. ' 1=0 .. г l 

{l- длина трубопровода). 
Могут быть заданJ,т и другие начальные условия. Рас

смотрим теперь некоторые из возможных граничных ус

ловий, т. е. условий в начале и конце трубопровода. 
1) На концах трубопровода изменения давления под

держиваются в заданном режиме в завJJсимости от вре

менн, т. е. 

р(х, t) lx=O = р(О, t) =fl(t), 

р(х, t) 1 .. = 1 = p(l, t) = Mt). 

г де f1(t) и {2(t) -- нзвестные функц11и времени. 
2) В начале трубоrrровода (х =О) известно изменение 

давления, а на его конце (х =/)-изменение расхода: 

др(х. t) 1 
дх X=i = (/12 (f), 

т де ЧJ1 {t), ff1(t)- изнестные фун\\цин времени. 
З) Иногда реr!Iается :1адача о дВ!Jjкенин жидкоспf А 

так называемом IIОлубесконечном тrубопроводе. При 
этом сч11тается, что трубоllрово;l достаточно длннный, 
так что nрн 1tсследованин процессов, происходящих вблii
ЗII нача;1а трубонровода, не ощущается налич11е I\онна 
его, 110 крайнеl1 мере, первое время. Тогда, если в на
чале трубоllровода преднолагаетсн Jtзвестным давленнр 

Рн. то вторым уславнем будет требонанrrс огранrrченно-

12ТИ р(х, t) и др(х, t) =О np11 х---+ оо. 
дх 
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ГЛАВА Il. 

НЕКОТОРЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИИ 

МАТЕМАТИЧЕСКОй ФИЗИКИ 

§ 1. МЕТОД РАЗДЕЛЕНИЯ ПЕРЕМЕННЫХ 

Решение уравнений гиперболического типа 

.г? Решение сме111анной задачи для однородного гипер
болического уравнения при нулевых гр11ничных уело-
RИЯХ. 

Получнть решение I\онкретноJ"t фнзнчесi\ОЙ задачн, 
т. е. проинтегрнровать соответствующее уравнение с уче

то:v! онределеннJ,JХ краевых условий, ..1111\Туемых характе
р,ом ЗадаЧII, МОЖНО раЗЛIIЧНЫМ!l МеТОдаМИ. "В. зтg,", 13Eifoт(' 
Мы б у де м нользоваться только методом разделен I1Я н Р· 
ременных (метод Фурье) и методом интегрального преоб
разованшi Фурье. 

Для решенИя многих :нщач математическоii физики 
нрнМе!IЯf'ТСН МеТОД \)аЗделенин i!еременных, IIЛII MCTOJL 

Фурье, который является одннм 11з самых распростра
ненных методов решеннн ураннениii с частными произ
nоJ.ными. Рассмотрим его Ita нрl!мсре реtнення волноно
го уравнении: 

09) 

нрн гpaнiiЧHJ,JX условнях 

u(O, t) =О, u(l, t) =О (40). 
и на Ч(l.lb н ы х уел ORII их 

иl,=о = ЧJ(Х), 

дrl j , ( ) - =':.JX 
дt ' 

:=D 
(41) 

(О< х< l). 
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Решение зад.ачн буде~1 нскать в виде произведения 
двух фунl\ций, из I\оторых одна зависнт только от х, а 
другая толы\о от t, т. е. 

u(x, t) = T(t) . Х(х), (42) 

г;tе T(t)- фунi\цня, зависящая от i, ~~ Х(х)- функция, за
висящая от х. Так к;ш мы считаем, что ) paиlltШIIL (42) 
у;Lовлетвориет уравнению (39), то, nодставляя эту функ
~щю u(x, t) в уравненне (39), нолучим 

T"(t) · Х(х) = a2 T(t) · Х"(х) (43) 
оiЛИ 

T"(t) Х"(х) 
=--. 

аЧ(t) Х(х) 
(44) 

Чтобы функция (42) была решением уравнения (39), 
равенство (44) должно удовлетворяться тождественно, 
т. е. ;1,лн всех значений переменных О< х < l, t >О. 

Правая часть равенства (44) является функцией толы.:о 
перемениого х, а левая- только t. Следовательно,- в силу 
того, что х и t- независимые переменные, равенство (44) 
нозможно лишь в том случае, если величина входящнх 

н него отношений буд·ет постоянной. В самом деле, если 
·ГJJ,J эти отношения зависели от соответствующих пере
менных, то, нзменяя слева t и не меняя справа х, мы не 
мог ли бы иметь равенства для всех значений х и t. 

Обозначим эту пока нензвестную постоянную через 
-i.2, где /.-действительное число. Тогда из (44) полу
чим два обыкновенных дифференниальных уравнения 
второго nopядiUJ: 1.. 

Т" + а2 /. Т= О, 

Х" + 1. 2~ == О, (45) 

н:оторым должны удовлетворять фу н КЦ\111 Х~х) н T(t). 
Общие рсшсння ураннен11й (45) имеют 1шд 

T(t) = А cos а Лt + В ~in ai.t, 

. Х(х) =С cos /,х + D s!n l.x. (4G) 

Следонатсльно, 

и(х, t) = Х(х) T(t) ::.с: 

=(С cos1.x + Dsin Лх)(А cosal.t + Bs!naU). (47) 

Функция п(х, t) должна удовлетворять гранiiчвым ус
ловпям (40) и начальным условиям (41). Из первого гра
ничного условия u(O, t) = О имеем 

п(О, t) = (А cos а'лt + В sln аЛt) С = О. 
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Та1• J\aK нсрвый множ11тель не может тождественн(t 
равняться нулю, то С= О. Поэтому 

и= (А cos al.t +В sln аЛt) D sin Лх. 

Внесем D в скобки и, обозначив AD через А и BD 
через В, нолучнм 

и= (А cos аН+ Bsin а Ц) sln Лх. (48) 

Используя второе граничное уеловне и(/, t), нолучим 

u(l, t) =(А cos а Лt +В sin а U ) s1пl./ =О, (49) 

откуда 

sin !.l = (\ 

и, сле.J.овательно, 

при k =О, 1, 2, . . . 
(kr.) 

КаждоМ\' значснfiю Л=>·к=- соответствует частное [Je-
~ 1 

шенне уравнения (39): 

(51) 

k =О, 1,. 

Лег1•о нровернп,, что сумма 

"" 
~1 ( ak" 

u :с= 1ff ' Ak cos -
1
- t + 

+ Bk sln - t sin - х aКJt ) k" 
l l 

(5:.!) 

(k =О дает ЛIJIIJЬ тождественно равное нулю решение) 
удонлетяоряет уравнению и граничным условням (40) н 
силу линеiiности и однородности уравнения (39) н гра
ничных YCJIORIIЙ (40). 

Подберем теперь 1IОстояш1ые А,, 11 в,. таким обра
зом, что61,1 сумма (52) уденлетворяла начальным услави
им (41). Пола1·аи н равенстве (52) t =О и нриниман во 
внимание начальное условие (41 а), нолучаем 
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(53) 

Равенство (53) означает, что функция !J'(X) разложена 
в интервале (0, l) в ряд Фурье по синусам; поэто),(у из 
известных формул для нахождения коэффициентов Фурье 
имеем 

1 
2 ~ 

А,_ = / J 'f(x) sin 

о 

kx 
- xdx. 
l 

(54) 

Чтобы наАти коэффициенты Bk, используем начальное 
условие (41 б). Продифференцируем равенст110 (52) 
IIO t: 

ro 

ди ~ Qkn ( А 1 a(1t t + -= - - ksn-
дt l 1 

k-1 

+ E~~.cos- t s!n -х. akrc J kn 
1 1 

(5.5) 

Полагаем в равенстве (55) t ... О. Принимая во внима
ние начальное условие, nолучаем 

(О< х< l). 

Отсюда, 1-:ак 11 в случае нахождении коэффициентов 
Ah, имеем: 

1 

в 2/ ~ okrt k =: -- 'ji(x) sin -
ak1t/ 1 

·о 

xdx = 

1 

= -- ~(x)sln 2 j' 
ak к 

kx - xdx. 
1 

о 

(56) 

Р•яд (52), в котором А", и в", ВЬIЧI\СЛены 110 формулам 
(54) и (56), дает решение нашей задачи. 

Примечание. Если бы мы взялн вместо -А1 выра
жение + ).2 , то второе уравнение (45) приняло бы вид 

Х" -Л2Х =О. 
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Общее peiJieниe этого уравненllя 

От личное от ну ля решение н такой форме не может 
удовлетворять краевым условиям (40), как нетрудно убе
диться неносредственными вычислениями. При Л= О так
же не существует нетривиальных решений. Действитель
но, в этом случае общее решение второго уравнения 
(45) имеет вид 

Х(х) =ах+ Ь. 

Граиичны~ условия дают 

Х(О) = (ах+ Ь]_,=0 = Ь =о, 

, X(l) = al =О, 

т. е. а= О и Ь =О 11, следовательно, Х(х) ==О. 
Пример 1. Струна, закрепленная в концах х =О и х=2, 

в начальный момент t =О имеет форму параболы с урав
неннем и= 2 х- х2, причем начальная скорость точек 

струны дt = . aiiТII смещение точек струны от пря-дul О Н " 
t=о 

молинейнаго положения равновесrrя, ~ная, что коэффи-

циент а= 1. 
Реш е н 11 е. Это задача о свободных колебаниях ко

нечной закрепленной струны. Решение ее сводится к ре
шению уравнения 

д2и - д!и ( - 1) - а- . 
дt2 дхz 

(а) 

Так ка1\ концы х =О и х = 2 заl{ренлены, то соответ
ствующие граничные условия будут 

26 

Начальнr,rе условия: 

{ 
и(О, t) = О, 
и(2, t) =О. 

да/ =О. 
дt 

1=0 

Ищем решение уравнения (а) в виде 

и(х, t) = T(t) · Х(х), 

(б) 

(в) 



т. е. 

T"(t) Х"(х) 11 Т(i) = Х(х) = - ), ~. 

Получаем два обыкновенных дифференциальных урав
нения: 

T"(t) + Р T(t) = О, 

Х"(х) + Л2 Х(х) =О. 
Характеристические ураsнения, отвечающие им, совпа

дают: 

k 2 + )..2 = 0 (k = ± iЛ). 
Поэтому общие решения этих уравнениii есть 

Тогда 

T(t)--:- А соsЦ +В sin лt, 

Х~х) = С cos ),х + D Sin J.x. 

и= T(t) • Х(х) =(А cos J..t + 
+В sin лt)(С cos Л.х + D sln u). 

Наша функция и(х, t) должна у до влетворять краевым 
условиям (б). 

Следовательно, при х"'"' О имеем 

О= (А cos Л.t +В sin Щ С. 

Отсюда С= О и 

u(x, t) = (AD СО!! Л.t + BD sin лt) sln l.x. 

Обозначим неизвестный коэффициент AD одной бу"
вой, например А, в ВО- буквой В. Тогда 

и =(А cos Лt +В sin М) sJn АХ. 

При х = 2 имеем 

Отсюда 

u(2, t) = (А cos 'лt + В sin U) sin 2 ), = О. 

sin 21, = О, 2Л = kx (k = l, 2, ... ), 

kтt 
л=-. 

2 
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I..:аждому значению k отвечает значение /, = 'Ak, 11 поэ, 
тому соответствующее частное решение щ, имеет вид 

uk = a11 cos - t + ksin- t sin -х, 
( 

k;-; ь kтt ) k1t 
2 2 2 

где ak И bk- проиэвольные настоянные. 
Сумма ряда нз uk 

00 

'-, ( kтt о kтt ) kтt а = ~ ak cos 2 t + Ьн sш 2 t siп 2 х 

удовлетворяет уравнению (а) и краевым условиям (б). 
Полберем телерь йн и bk так, чтобы эта сумма ул.ов

летвиряла 11 начальным условиям (в): 

+ ~1t ь}, cos k2rt t ) sln ~ х. 

i!rl 
Полагая t = О в рядах :tля и н - , получаем в силу 

дt 

начальнf,JХ условиi! 

00 

,__" kт; 

2х- х2 = ~ Щ1 sin 2 х 
н~I 

(О< х< 2), 

3ти два ряда дают разложения в ряды Фурье no си
нусам функций 

(f(.X~ = 2 х- Х2 , Нх) ==0. 

Коэффициенты Фурье для: функции, тождествен но рав
ной нулю, до.1жны быть все равны нулю. Следовательно, 

Отсюда bh. = О (k = 1, 2, . . . ). 
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Найдем ah, интегрируя 110 частя~1: 

2 

ak = j' (2х- х2) siп 
о 

k1t 
-xdx= 
2 

= (2х- х2) ( - ~ с os 
1~1t х ) 1: + 

2 

J_ 2 j' ( 1 - х) cos k1t xdx = . . . = 
kт:. 2 -

о 

\6 k.-:. 12 \б -- cos х = + -- (l-cos k-;-:) = 
k:l1t:J 2 k31t3 

о 

! k:~~ nри k = 2n - l 

= О IIPII k = 2 n. 
Таким образом, 

х (2n-1) r. t . (2n-\) 1t 
COS SIП Х. 

2 2 

Эта функция и будет решением поставленной за
дачи. 

Решение смешанной задачи для неоднородного 
гиперболического уравнения nри нулевых 

граничных условиях 

Рассмотрим неоднородное гиперболическое урав-
flенне 

наторое оп11сывает 

н11ем силы f(x, t). 
чальные условня 

(57) 

колебательное движение нод дейст
Присоединив к немv· граНJIЧtше и на-

uix-o = О, uj_.. r = О, (58) 

ll'l=) = q>(t), ~/ = ·~(f), 
t=Q 

(59) 

{iудем решать поставленную смешанную задачу (57)
(59). 
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По аналоги11 с обыкновенныМ!! линейныМ!! нeoднopo;l
III>IMII уравнениями вынужденные' колебания можно 1Iрt:д
станить как результат сложения двух колебательных дви
жений, из I\оторых одно есть чисто вынужденное коле

бание, т. е. такое, которое совершается 11од деiiствием 
силы f(x, t) при нулевых начальных условиях, а другое
свободное. 

Аналитически это приводит к представленшо решения: 
u(x, t) в виде суммы v(x, t) + w(x, t), где ш(х, t) удовлет
воряет уславним 

д2w = а2 д2w + f(x t); 
дtt дх2 ' 

(60) 

( а) w! = О· (б) wl = О· 
.t==O ' .t"=l ' (61} 

(а) w\ 1= 0 =0, (б) ~·~ =О 
1=0 

и дает ч11сто вынужденНI,Jе колебания, а фуню~ия t' удов
летворяет ycлoBIIЯ~I 

( а) и = О с х~о . ' (б) vJx=l =О, 

(а) L.'\t=o = ~(х); (б) д! = 'f х) дtl 

1
. ( 
1=0 

н дает свободное колебание. 

(63) 

(64) 

(65) 

Составив сумму и+ ш, убеждаемся, что она дает pe
IIIeниe нашеi! задачи. Метод отыскания фунющ11 t' б!,IЛ 
разобран н § 1. Поэтому необхоJ.:имо найти лишь фунr\
цию ш, которую будем IICI{aть в Hllдt' ряда 

"" "---, т ( . т:п w(x, t) = ~ n t) sш lx. 
п-1 

i-Lля этоii функцiiii граничные условия (61) виmолняют
ся автоматическ11. Подставляем рнд (66) в уравнени~ 
(Б7), получаем 

00 00 

,..., ,, 1! 1l ,....., т 

~ Tn(/)sin l х =- а2 ~ п(t) Х 
n=l n-l 

у c~I!)J sin 1':/ х + f(x, t). (67) 
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l a~n 
_ля удобства обозначим - = wn, тог да 

l 
переписать в виде 

(67) можно 

(68) 

Функция f(x, t), рассматриваемая как функция от х прн 
фи!\Снрованном t, может быть разложена в ряд Фурье по 

~n 

sin[x: 

причем 

"" 
f(x, t)= ~ fп(t) · 

• 1<fl 
SIП -Х, 

1 
n=l 

l 

fп(t) = ~ J f(u, 
о 

1tfl d t) s!n -и а. 
1 

Сравнивая разложения (68) и (69), получаем 

(69) 

(70) 

T~(t) +w~T11(t)=fп(t) (71) 

(n = 1, 2, ... ). 

Далее из первого начального уеловин (62 а) следует, 
что 

"" 
~ Т пЮ) sin r~n х=О, (72) 
n=l 

откуда 

Т п(О) ,с= О (n = 1 , 2. . . ). (73) 

Точно так же нз второго начального ус.1овшi (62 б) 
вытекает, что 

Т~(О) = О (п = I, 2, . . ) . (74) 

Таким образом, для определення Тп(i) нужно rешнть 
обыкновенное днфференцнальное уравнение 

Т~ (t) + (>)~ Тп(l) = fn<') 

с условннмн Тп(О) =О, Т~(О) =О. 
Применяя метод вариации пронзвольнi.IХ постоянных, 

можно ноr,азать, что 
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(75) 

Подставив это равенство ~ (66), нолучнм функцню 
W(x, t), дающую решение задачи (60)- (62). 

Пример 2. Однородный стержень длнны 1 совершает 
продольные колебания под действием силы f(x, t) = 
= siп шt. Один конец стержня (х =О) закреплен, дpyroii 
(х = l) свободен. Начальные смещения отсутствуют, на
чальная скорость в каждой точке стержня раина нулю. 

Найтм зависимость смещения точек стержня от време
ни (а= 1). 

Ре Jl! е н и е. Уравнение такого колебания будет 

д2и д2u 
- = -+ sinwt. 
дt2 дд2 

(а) 

Закрепленный конец стержня х =О означает, что 

u(O, t) =О. (б) 

Свободный конеа х = l характеризуется тем, что в 
нем нет напряжений, а это 9квивалентно уравнениiQ 

'!!! (l, t) =О. 
дх 

Далее начальные условия будут 

u(x, О)= О, 

дul =О. 
дt 1=0 

Решсн11е этой :Jадачн нщем в вчде 

u(x, t) = Х(х) · T(t). 

(в) 

(г) 

, 1 Iрн такоil форме решения граничные условия (б) и 
(в) nриннмают вид 

Х(О) · Ttt) = О, 

X'(L) . T(t) = О, 

так как T(t) 1'о О, то из этих формул получаем новую 
форму граничных условwА: 

Х(О) =О, X'(l) =О. (д) 
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~J7)и.~1 с;)и...с< 
1 IодставiiВ решение u(x, t) = Х(х) · Т(IГ 

нолучас м: 

Т"(t) = Х"(х) = _ л2 1~ 
T(t) Х(х) ~-

Приходим к двум обыкновенным дифференциальным 
уравнениям 

Х" + ),2"i-= О, 
Х" + /,2 Т:::::- О. 

Первое из этих уравнений имеет решение 

Х(х) = А cos Лх + В sin Лх. 

Используя граничные условия (д), получаем: 

А-0, 

X'(l) = - Al, sln U + Ш.. cos A.l ,." 8), cos Н= О; 

В+ О, так как иначе Х(х) ==О, следовательно, cos U =о. 
Отсюда 

или 

Н=!:..+ т.п (n =О, 1, 2, ... ), 
2 

'2n+l \ 
l.п= (?Г)"· 

Таким образом, для различных n имеем 

Х (х) =В sin ), х =В sln (2n+_!2_7t_ х. 
n n 2l 

ПолоЖИ).t В= 1. Разложим функцию sin <•1/ в ряд Фурье 
по sin Лп х. 

Для этого полагаем: 

sin ~&Jt = ~ F п(t) siп Лп х, 
n=D 

где 

(2п+ 1) tt 1.,. = -_.с........;'----
2/ 

Подсчет коэффициентов Фурье дает 

2 F 11(t) = --sln wt (п =О, 1, 2, ... ), 
л,./ 
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т. е. разложение имеет вид 

00 

sin шt = ~ _!_ sin шt · siпl.n х. 
~~-nl 
n=O 

Ищем теперь решение задачи в виде 

u(x, t) = ~ Tn(t) sin /,n х. 
n=O 

Такое решение удовлетворяет граничным условиям: 

u;t = ~ т: (t) sin ).n х, 
п~о 

i-
Uxx = 2: Т п(t) ( -/,п sin Ап х). 

n=O 

Подставляем в уравнение: 

~ " L ~(Т n (t) + An Тп(t) ) sin An х = 
11=0 

= ~ --2 - sin <•> t sln Лп х. 
n=O Л,. l 

Перенесем все члены в одну сторону: 

""' . 1. 2 ~ l Т n ( t) + ),n Т n ( t) - -_ - ~< 
~ l.nl • 
n=O ' 

Х sin юt j sin ).n х = О. 

Отсюда видно, что сумма ряда Фурье равна нулю нрн 
всех значениях х, следовательно, все коэффициенты это
го ряда равны нулю, т. е. 

• L_ 2. 
Т,. +J...n Tn = -_-sin шt (n =О, 1, 2, ... ). (е) 

л,. 1 

Таким образом, для нахождения Тп(t) осталось решить 
линеiiное неоднородное уравнение с пocтoи!НII.IMII коэф

фициентами. 
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Решение такого уравнения имеет вид 

Тп =Т~+ Тп, 

i'де f n- nбщее решен11е соответствующего однородного 
уравнении, ~rотэJ! п: нмее~ 

Tn = An cos i-пt + Bn sin 'лj, 

т.:- частное решенпе неоднородного уравнения, которое 
можно искать методо:.1 вариации произвольных постоян

ных или методом неопределенных !{Оэффициентов. 

1) !::ели w -=1= l.n, то 

т~ = all cos wt + bn siп wt. 

Подставляем это выражение в уравнение (е), полу
чаем 

Отсюдr1 

Тп(t) = А11 COS i."t + Bn SiП i.пt + 

+ :2 siп '"' ( - О 1 2 ) n _ , , , •... 
Пп ( ),?,-w2} 

Следователыю, решенiiе уравнения будС:'т 

"'' 
( t) = }J (Ап cos /,nt + В11 siп ).111 + ll х, ' 

n=U 

+ sш л11 Х. 
2 siп wt ) . , 

!Лп( Л~--w~) 
(ж) 

Постоянные An 11 Bn определяем из начальных усло

вий: 

и(х, О) = О= ~ An siп Лп х, 
п-о 
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Отсюда получаем 

Ап =О, 

в-п- 2w 2 (n=O, 1, ... ). 
П.п ( ..,~-лп) 

Окончательное решение задачи имеет вит 

00 

_ 2"' ~ sin Ant · siп l.n х 
u(x, t)- -- .~, ( 2 2) + 

l - An "'-f.n 
п-о 

где 

2n+L 
),n = --;: (п = О, 1, 2, .•. ). 

:!/ ' 

2) Теперь разбере~ случай ш = ). 1, (случай ре:~онанса), 
где k- одно из значений n =О, 1, .... 

Тогда частное решение т,: пр~ n = k нужно искать н 
виде 

Т~= t(A cos шt +В siп шt). 

После подстановки в уравнение (е) получаем 

* 2/ Tk=- --siпшt. 

'"' лk 
Та1<им образом, будем иметь: 

Т~ (t) = Ап cos ).nt + Вп siп Лпt + 
+ 2 s!n ыt 

iЛп ( л~- ш") 

(n =О, 1, . . . , n 4: k), 

т; (t) = А 1, cos л,,t + Bh sln 1.,, t-

__ zt __ sin шt. 
l"' л,, 

Слагаемое т; в формуле (ж) будет стоять отдеяьно, 
а в сумме нужно убрать слагаемое с номером n = k. ПоJr.
становка начальных усло·вий нроизводится аналогично и 
приводит к окончательному результату. 
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Решение неоднородного гиперболического уравнения nри 
неоднородных граничных условиях 

Рассмотрим задачу о нахождениа решения уравнения 

д"и = а2 д2u + f(x t) 
дt~ дх2 ' 

с граничными условиям11 

и(О, t) = 7.(t), 

u(l, t) = ~(t) 

и начальными условиями 

u(x, О) = Q1(x), 

u 1(x, О)= tjJ(x). 

(76) 

(77) 

(78) 

Б у д ем искать решение !НОЙ задачи при помощи 
некоторой вспомогательной неиавестной функции v(x, t) в 
виде 

u(x, t) = и(х, t) + ш(х, t), (79) 

где w(x, t) подберем таким образом, чтобы задача нахож
дения неизвестной функции t•(x, t) была с однородными 
граничными условиями. Итак, имеем: 

ази а•ш - +- = a 2(t'~x + W~~)+ f(x, t). 
д/ 2 дt" ~ ·~ 

(80) 

Отсю,н получаем: 

"1.-'tt = а2и_н + f(x, t)- (шtt- а2 ~х). (81) 

Граннчные условия длн t•(x, /) имеют вид: 

и(О, t) -= cx(t) - w(O, t), 

v(l, t) = ~(t)- w(l, t). 

Подберем w(x, t) так, чтобы 

откуда 

"1.' (0, t) 0-СС О, u(l, t) = О, 

{ 
w(O, t) = et(t), 

w(l, t)=~(t). 

(82) 

(Н:З) 

(84) 

В качестве w(x, t) можно взять любую дважды н~пре
рывно дифференцируемую функцию, удовлетворяющую 



условиям (84). Например, w(x, t) ~1ожет быть линейной от
носительно х функцией вида: 

w(x, L) = a(t) + ~ (~ (t)- а (t)). 
l 

(85) 

Таюв1 образом, д.1я нахождения функции v (х, t) имеем с:тс
дуюшую задачу: 

vu = а2 Vxx +f (х, t) = а2 Vxx + f(x, t)-

(86) 

с граничными условиями: 

v(O, t) =О, t•(l, t) =О 

и начальными условиями: 

v(x, О)= ср(х) - r а(О)+ ; (~(0)-а(О))} 

(87) 

v1(x, О)= ф(х)- [ а'(О) + 1 ~'(О)- а'(О) ] . 

Решение такой задачи было рассмотрено в § 2. 

Решение уравнений параболического типа 

Метод разделения переменных применялея во всех 
нредыдущих с.Гiучаях т< уравнениям гиперболического Tll

пa. Схема применении его в уравнениях параболrРIСС
кого пша остается rrрежнсй. 

Пусть требуетсн решить уравнение теплопроводности 

при условиях 

azp = а2 др 
дх:J rJt 

Pjx=O = PJ.x-1 = О, 

P;t=D = f(x). 

(kR) 

(Н~) 

(90) 

5удем искать решение уrмвнеш1я (88) в rmдe произ
ведения двух фун[{цlli!, одна 11з J\oтopi,IX, r<ак описано в 

§ 1, зависит только от .х, а вторая толь\{о от t, т. е. 

р(х, t) = Х(х) T(t). (91) 

38 



Подставлия это выражение в (88), получим 

Х"Т = а2 ХТ'. 

Разделив обе части последнего равенства на Х . Т, 
получим 

Х" о Т' 
-=а-
х т 

(92) 

В левой части равенства (92) содержится функuия, ко
торая зависит только от х, а в правой- только от t, а 

так как х н t независимы между собой, то равенство 
(92) возможно лишь при условии, что левая и правая 
части равны постоянной величине, которую обозначнм 

'2 -л. 

Итак, получим 

Х" т· _ =а2- = -/,2 
х т 

(93) 

(выбор знака постоянной определяется аналогично Т() МУ, 
как это было сделано на стр. 23), или 

Х"+Л2Х=О, 

а2Г + },1 Т =о. 
(94) 

(95) 

Мы получим уравнения (94} и (95), 1\oтopJ,Je представ
лнют собой обыкновенные дифференциальные уравнения 
с постоянными коэффициентами. Общие решения этих 
уравнений имеют вид 

Х =А cos ).х + Bsin l.x, 

Т=Се 
а' 

где А, В, С- произвольвые постоянн1,1е. 
Подставляя найденные ныrаження я (91), имеrм 

р(х, t) =(А cos f.x +В sin /.х) Се 

}.' 
- -t 

а' 

(96) 

Функция р(х, t) должна удовлетворятh условиям (89), 
а так как при С"~=- .О T(t) ;с. О, то условию (89) должна 
у донлетвор ять фу н к нии Х(х, i). Подставляя значения 
х =О, х = l в равенство (96), получим на основаННII (89): 

О=А· l+B· О, O=Acosl.l+Bsin)./. 



Итак, имеем 

1!n 
.-\. = О, sin Ц = О, '· = 

(n = 1, 2, . . . ). 

Х = Bsin nnx. 
/ 

Наllденныс ч·ис.1а i. называются собственнr,rми значенн
~rми для данной "раевой задачи, а функuии, им соответ

ствующие, Xtx) нюываются собственны'Аи фуню.J.Нfl\111. 
Для J{аждого n буJ.е\1 иметь решен11е уравнения (R8), 
удовлетворяющее yc.lOBIIЯM (89): 

Рп(Х, t) = D л sin "':!!! е 
l 

(Оп= С· Вп)· 

Таким образом, мы получили множество ре111ений, 
сумма которых снова будет решением уравнения t88) в 
силу его ;шнейностн, удовлетворяющим условию (89). 
ФуН!ЩI!Н 

р(х, t) = ~ Рп(Х, t) = 
~ 
11=1 

"-' п'п-:. t 
,_" D . -.:nx - а·'·' 

= ~ 11 SIП -
1 

е 
fl=l 

(98) 

будет rе11t~нием нашей з<щачи, если она удон.~rетворяет 
услонию (90). 

ПодставiJМ в (98) t =О; тогда на основан11и (90) полу-
ЧIIM 

""' 
f( ) 

,._, D . rrnx 
Х = ~ "Stn -

1
-. 

11=-=1 

f:c:Iи f(x) таi<ова, что ее можно разлож11ть в ря;L Фурh~ 
в интерва.:Iе (0, /), те. t{оэффиitиент Dn Фурье можно нJ,!
ЧIICЛII"IЪ 110 формуле 

1 

Dn = 3_ j' f(.x) sin ~d.x. 
l { 

(99) 

о 

Итак, решение нашей задачн дается формулоii {98), 
г де коэффициент Dn определяется из выраження (99). 
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РJссмотр;rм прнменение этого метода к ЗJдаче длн 
нарабО.11Jческого уранненнн с неоднороднJ,JМИ грашrчн!,J

мн YC.10BIIЯMII. 

Пример 3. На концах тонкого однородного стержня 
длины l поддерживается темиература u(O, t) = А и u(l, t)= 
=В, где А и В- постоянные. Температура стержня в 
начальный момент времени u(x, 0) = х. Найти распрс:I.е
.ление темнературы вдоль стержня при t >О (а= 1). 

Ре 111 е н и е. Будем искать решение задачи u(x, t) в ви-
де сум:-.1 ы 

u(x, t) = v(x, t) + w(x, t). 
Имеем 

дv д:!J д!v д 2ш 

at + дt = дх2 + дх2 • 

Подберем функцию u•(x, t) таким образом, чтобы д.1я 
нахождения функции v(x, t) получились нулевые гранич
ные услови.и. 

Граничные условия для v(x, t) имеют вид 

v(O, t) = и( О, t)- rv(O, t) = А - w(O, t), 

v(l, t) = u(l, t)- w(l, t) = B-w(l, t) . 

. :lля того чтобы они были нулевые, нужно соблюстп 
уеловин 

w(O, t) =А, 

w(l, t) = В. 

Подберем функцию w(x, t), удовлетворяющую этим 
условиям, следующим образом: 

w(x, t)=A+ ~(8-А). 
l 

Тогда для нахождения функции v(x, t) получаем уравщ:-
ни е 

v, = L'xx·-(Wt-Wxx) = Vxx• 
та!( как 

Wt =О, Wxx =О. 

Граничные условия для функции t•(x, t) 

t•(O, t) =О, v(l, t) =О 

(так мы нодбиралн функцию w(x, t)). 
Имеем следующие начальные условии: 

t•(x, О)= u(x, О) - w(x, О)= 

(100) 

( 101) 

=х-А-.!.. (R- А)= U+A-B) х -А. (IO~) 
l 1 
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Наiiдем функц11ю v(x, t), являющуюся решеннем за_т~.
чи (100)- (102): 

v(x, t) = Х(х) T(t). 

Подставиl\r в уравнение (100) 

T'(t) · Х(х) =Т Х"(х), 
или 

Т' У" - = ::__ = - ),2 ~ 
т х 

Урilвненпе 

11меет решение 

Х(х) = А cos ).х +В sin ).х. 

Используя граничные ус.:ювия, из которых следует~ 
что Х(О) =О и X(l) =О, получа~м 

А=О, 
k1t 

},k =
l 

.. 
(В можно считать равным единице). 

Таким образом, 

Xk(x) = sln l.k х = sin k7t х. 
l 

Второе уравнение .... 
Т'+ л~< т= о 

при А= ).1, имеет решение 
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Таким образом, решенне нашеii :~адачи есть фунrщня; 

L 

t!(x, t) = ,, с,, е _,_kt sin л~< х. -k=l 

Ilодстановка начального условии дает 



Таким образом, 1соэффиuиент с,. может быть наiiден 

каJ( коэффиullент Фурье футщи11 t+A-B х-А пр11 раз-

ложен ни в ряд по sin i.1, х. 
Следоnательно, 

1 
'l+A-B \ 

с = 2s (--х-А 1 sin 
1! l ' 1 1 

\ 1 

о 

r.nx dx = 
l 

=2 - ---- .i-A 
[ (

l+A·-H . ) 1 7./lX -cos --
1 т.n l 

i 

+ 1 (/l+A-B J 1, r.nx d. J -- 1 cos- х = 
o.n 1 " l / о 

, r· , . 1 = 2 --- (t- В) cos -:т:п-- А + 
o.n r.n 

т-- sm - = , 1 (I+A --В ) . r.nx 11 J 
(r.n)Z 1 f 

' о 
·) 

= -=- r (в - t)(- 1 Р ~ А J. 
т.:п 

Отсю:lа 

"" 
и(.t, !)= ~n~ I(B-l)(-l)k-

k=t 

\"k)' -kx_7 
- ·[,·- 1 [sin -"-1. 

-AJe ~ 1 

Знан фунt\ЦIIЮ w(x, t), можем записать Оl{Ончательныii 
JJL'ЗY льтат: 

u(x, t) = 't'(X, t) + w(x, t) = 
оо -(nk)' 

= )-, 2 1( В - !) (- 1 )k - А J е-~-, r Х 
~ 1tk 
k~t 

. / . r.kx + А + х (В А) хsш- - - . 
/ 1 

§ 2. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ 

Решени~ многих задач нефтепромысловой мexaнi!I<II, 
как мы видели выше, првводнт к ннтегрнрованию дltф
ференциальных уравненнii математическоii физикп (тнпа 
теплопроводности, а также волновых и телеграфных) при 
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раз.аичных граничных и начальных условиях. Классичес
кий метод разделения переменных, описанный ранее, не· 

все г да у д обе н ;~.ля практического иснользования (напри· 
мер, ври ненулевых граничных условиях). Поэтому в пос
леднее время стали широко применяться операторные ме

тоды решения задач математической физики. К их числу 
относятся конечное 11 бесконечное преобразования Фурье, 
которые снодят уравнения в частных нроизводных к 

обыкновенным и даже алгебраическим уравнениям. 

Конечное преобразование Фурье 

Конечное преобразованне Фурье применяется при ре
шении задач в конечной области: фильтрация жидкости 
в конечном пласте, течение жидкости или газа в конеч

ной трубе прн раз.11ичных грани~ных условиях. Конечное 
преобразование Фурье относится к числу операторнi,JХ 
методов решенiJЯ задач математической физикн н пр"ме
няется по пространствеиным координатам, причем, t(ЗiК· 

дое преобразованне приводит к уменьшенвю одноii щю
странственной неременной. Так например, если решается 
плоская задача фильтрации, где две пространственн ы~' 
лерсменные х 11 !J 11 одна временная координата t, то пос
ледовательным нрименением преобразованr1н Фурье по ), 
и у (с учетом граничных условий) задача сведется к ре
шению обыкновенного дифференциального уравнешrя пер· 
в ого порядка по переменной координате t. При примеllt'· 
НIШ операторноr·о метода Фурье переходят от opиrинi!.l,t 
(искомой функции) к изобра;.кению, что сводит ;taHJIUL' 

уравнение 1\ обыкновенному относительно изображенин 
Решая полученное уравнение, находнт изображение, а :~а
тем по нему оригннал. 

Известно, что нечетнан фуНJщин ПfН';tставf!Ма рядом 
Фурье вида 

где 

i1 четная-
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"" ,_, n"x 
f(x)= ~ ь/1 sin -,-,-

n=l 

1 

bn = f J f(x) sin "~х dx 

о 

(п = 1, 2, . . ), 

n~tx 

йп cos -,-' 

( 104) 

(105) 



где 

а = n 

l 

- [(х) cos - dx 2 j' nrtx 
l l 

о 

(n =tl,l 2, ... ). 
) 

( 1 О()} 

При !Iрнменении нреобразования Фурье исходят 11:{ 

с:1едующих соображений. Если в формуле (104) известно 
/1 17 11 требуется определить f(x), то решение этого интеr
ра:Iьного уравнения для определення f(x) дается форму
лоii (103). Аналогично, если известно an в формуле (106)., 
,·tли определения f(x) пользуемся форму л ой ( 105). 

,J,ля пояснен11н изложенного рассмотрим peiiieниe урав-
Нf'НИН 

d2p 
- -4р =о 
dx 2 

( 107) 

при граничных условиях 

Pix=o =О, Pj_,=l = 1. 

Эта задача IIpocтo решается обычным методом реше
ния уравнени\i с постоянными I..:оэффицщ'нтами, и реше
ние имеет внд 

sl1 :.!х 
р = -~-. 

sh 11 

Тенерь щюоепем решевне этой заJ.ачн мето;1ом пре
образован ни Фурье. Для этого умножаем уравнениt' ( 107) 

2 n.,._x [ П на -- sln --~~ dx и интегрируем от О до . роизводн н н-
l l 

тегриров.:шие по частим с учетом 1·раничных )'CЛOBiilr 11 

обозипчая 

IIOЛYЧIIM 

1 

Pn = 2 \' { psin 

·ь 

1 

ппх d - х, 
l 

2 j' d~p . ппх - --· SIП - dx = 
l dx~ 1 

, 1 ll n1tx dp li - sn-- -
[ ~ 1 dx 0 

о 

1!1t f dp 111tX d -- -COS- Х= 
1 . dx l 

о 

(IOR) 
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2 n1t nnx n1t r> • пт:х г 1 1 ] 

/ -1 l р cos - 1-

0 

+ / ·~ р srn - 1 dx = 

= 2o.n (- l)n-1 _ (~)2 . 
J'- l р". 

В результате уравнение (107) сводится к уравнению в 
изображениях 

2r:n (- l )n-1 _ ('"n)~ 4 О Pn- Pn= ' 
JZ / 

1 

где n = 1, 2, 3 ... 
Из (109) определяем Рп: 

2п 

Pn = /2' 
n(-l)n-1 

(п;)=+4 

(109) 

(110) 

Итак, в формуле (108) известно р11 , неизвестная фр11<
ция р(х) (в соответствии с формулами (103) и (lO·t-)) опре
делится по формуле 

"" ~ . nтrx 
р = ~р,.sш-1-= 

11=1 

"" __ 2"' ~ n(-1) 11-! . l11tX 
~. ----sш-. 

12 ~ (птс//)2+4 l 

Так как (см. таблицы сумм н рядов) 

~ (-l)n-1 
11-=i 

то 1\З (111) получим 

Р= 
sh 2х 

sh 2/ 

s\1 зх 

sh crn ' 

( 111) 

( 112) 

Зная изоGражение преобразовання Фурье Рп• легко пе
рейти к оригиналу и тем самым получить решение зада

чн, не пользуясь шшакими сложными теоремамн. Однако 
при использован1ш преобразования Фурье возникают труд
ности, связанные с выбором ядра преобразования. Оста
новимся на вопросе о выборе ядра преобразованпя, !\ОТО· 
рое зависит от характера граничных условий и должно 
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удовлетворять соответствующим однородным гран1Iчным 

условиям. Так нанример, если известны значения р на 
границах х =О н х = l, то ядро должно равняться нулю 
nри х =О и х = l. По этой причине при решении задачи 
для уравнения (107) ядром мы выбиралii выражение 

~ sin n.-:x , которое обращается в нуль в указанных точ-
/ l 
ках. Если на ОДНОМ конце в точке х =о задается значе
ние искомой функции, а на другом конце х = l--- ее произ
водная, то ядро должно обращаться в нуль пр н х =О и 
его производная должна быть равна нулю в точi\е х = 1. 
Ниже приводим таблицу выбора ядра преобразования 
для некоторых nрактически важных и часто встречаю

Щirхся задач нефтепромысловой механики. 

Граничное условие 

р р 

р др 

'()х 

др 
р 

дх 

др др 

дх дх 
?!р 

р -+ар=~ 
iJx 

д;l др 
~ --- + Ч'' cJx дх 

Ви:1 ядр<~ 

2 n;r.x 
-siп--
1 l 

2 . (2n+l)nx 
-sш 
1 21 

2 (2п+!)т.х 
- cos. 
1 '2! 

2 n.-:x 
-cos--
/ l 

М" sinЛпx. I_'lc 1. 11 - кopiiH ypaiJII~'IIIIЯ 
l.co,.x/ + '1SiпU =се U. ;.~ Мп-НОр~шру ющиii 
М!!ОЖ\1·1 e:JJ, 

Л·lnCtJsi."x, г.·Iс i. 11 -I;t:pнii ~]13В!Iei!II1Iff 
i.~iпl.!+acosU=O 

Примеры решения зада•r 

ПОI\ажем примененне кон~чного IIPL'Oopaзoвaнiiн Фу
рье В реШеНИII уравНеНИЯ TeiiЛOПpOBO,'LHOCTII IIpii Нt'

ОДНОрОДНЫХ граничных условинх. 

Н ограниченном пласте длиноii l с начальной темпера
турой 7'

0 
в некоторый момент времени t =О начали под

держивать постоянную температуру Тн шt лннии НilГНt::'та
тельной галереи и nостоянныii гра;tl!ент темпl'ратуры 
дТ , 1- = Q ) на ЛИJШII эксплуатащюнной галере н. Требуется 
\дх , 
определить распределение температуры по длине II.lJCTJ 
в любой момент временн. 
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За:~nча сводi!ТСЯ 1.: решению уравнения тсllлопронод
ности 

дЧ 1 дТ 

дхz а2 дt 
( 11 3) 

( а2 = : -I{Оэффицнент температуронроводности) при ус
ловиях: 

Т(х, l)/xc 0 = Т6 , 

дТ/ = Q, 
дх 

Х={ 

Т(х, t)j1= 0 = Т0 -- const. (114) 

Пользуясь нрнведенной выше таблицей, в этом С.1У· 
чае умножае\1 каждое слагаемое уравнения ( !11) на 

2 sin (Z~±l)т.x интеrр11руем от () до l и вводим обозначс-
' 2/ ' 
ння 

1 

Т n = + \Т sin _(:...2_п:..:.1-1 .:...) "xdx (fl = 1, 2, 3, . . ). 
0/ 

о 

Интегрируя по частям левую часть ур<~ннеJ!IIя, нолу

чим 
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l 

2 j'rJ~т. - -SJП 
l дх2 

(1 

(2n+I) 

2/ [ 

1 

2 дТ . (2n+l) -;-:xdx = - sш о.х 
l дх 2! 

о 

(2n+l) 

2/ 

1 

J
• д Т 

.. -cos 
дх 

о 

l 

+ 2n+l -,. j' 
21 

. Tsin 

о 

(2n+l) 

2/ 
нdх ]~ 

'> 2п+ 1 (2п+ 1)~ • ~t~ • 
--.:::.. Q(-- J)n + -- Т Т 1t н- n· 

l !2 (2!)1 



Здесь учтены значсннн температуры 11 ее градиента 
нр11 х =О 11 х = l. Интеrrшрование 11равой части уравне
ния (113) дает 

1 

- 1-2 S дТ sin (2n+l) otxdx = 
а2 l д t 21 

о 

г 1 

=..!.~ /2 Jтsin (2n+l) 
а~ дt 1 l 21 

- о 

l 
т:хdх 1 = 

J 

1 dTn 
=--

а2 dt 

Подставляя полученные выражения в (113), будем 
н меть 

.3. Q(- 1)" + (2n+l) "- . Тн -
I tz 

_ [ (2п+211) r. J2 
• Т = _1 dT 

n а2 dt 

при начальном уеловин 

1 

2 r (2n+J) d Т n\t=O = l ~ Т0 • sin 
21 

'ltX х = 

о 

= -Т0 - • cos --'!tX = --:....-2 2/ 2n+l 11 4То 
1 (2n+ 1) r. 2/ 

0 
(2n+ 1 )11: 

Т -~о
по - (21l t- l) h • 

Общее ре111ение уравнения ( 115) 11меет вид 

т= n 

2 (2n+l) 
-
1 

Q(-1)"+ 
1

__ Т [ ?п+l ]" 

------·-· __ " +Cne- ~2-l····" "a'l 

{(2~~~)~}2 

гдР Сп определяется нз усдовня 

2 (2n+ 1) 
l Q( -1)"+ [2 • Тн 

тпо = 

( 115) 

( 116) 

( 117) 
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и 11меет вiiJ. 

Обозначим 

2 2n + 1 l Q(-1)2+ -~2- . Тн 

---------- =А", 

{
(2n+I) '- }2 

'21 

тогда 

Х е х р [- сп; 1 о: ) 
2 

а 2f } 

и учитывая, что 

. 2n+l 
SШ--'ItX, 

2/ 

получим решение в виде 

50 

Т = ~ { Ап + (Т по - A,z) >: 
1 

,. [ (2n+l \
2 

2
'/} у ех р - -2-l- 7t ) • а . 

Решенiiе можно IIpe:lcтaвiiTЬ I<ai' 

00 

. 2n+l 
SIП -- о:Х. 

2! 

~-, . 2n+l , 
Т = / _. An · SШ -- Тi:Х -'-

.- 21 ' 
1 

00 

+ ~ (Tnu - Ап) Х 
1 

( ll R) 

(119) 



При наличии стащюнарноrо продолжения сумма пep
uoro ряда дает решение соответствующей задач11 при ус
тановившемся распределенп!! температур при тех же гра

ничных условиях. 

В качестве второго примера рассмотр11м течение жидко
сти в корОТ!{ОМ трубопроводе, описываемое волновым 
уравнение;.!: 

(! 2!) 

!\оторое Gyдe~I решать прн ус.1овшiх 

i!F._ 1 = О. 
дt 

1=0 

Применяем сJiнус-nреобразование к (121), т. е. поль
зуясь вышеприведенной табл11цей, умножаем все члены 

2 . n;cx О l уравнения на - sш- dx; интеrрнруем от до и, учи-
/ l 

тывая обозначенне 

1 

р n = ~ гр sin n~x dx (n = 1' 2, 3, . . . ) 

'о 

,1 rpaiшчнJ,Ie условня задачи, получим 

при условиях 

-- С - Pn = d2pn + 2 (пт..)2 
dt 2 { 

=2n~cz [Рн-Рк(-1)"] 

Pn/t=O =О; dpn 1 =О. 
tlt 

1=0 

(122) 

Решение уравнения (122) при приведеиных условиях 

нмеет вид 

1-cos -
1
- t , 

[ 
cnтt ] 
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sin 
т:пх 

= р _ Рн--Р. Х _ ~ х[Рн-Рк(- l)"] Х 
11 / ~ пт: 

[ 
n~t mt ) l Х sin 1 (x+ct)+siп 1 (x-ct 

1
. (123) 

Из решения (123) видно, что в этом случае вдоль тру
бопровода распространяются две грушш волн (друr 
против друга) со скоростью звука с. 

Бесконечное преобразование Фурье 

Если область, где изучается тот или нной физичесh:ИJ: 
процесс, полубесконечна, то обычно для решения задач11 
пользуются бесконечным сннус- нли косннус-преобразо
ванием Фурье (интеграл Фурье для нечетноii или чет 
ной функцнй соответственно). Так на11рнмер, если рl'
шается задача о теченr1и ж1щкости в достаточно дЛИ\1-

ном трубопрово..1е 11 изучается IIзмененне давления HЛII 
расхода вбл11з11 начала трубопrювода (х = 0), то его мож· 
но считать "нолубесконечным ". Аналогичные рассужде
ния имеют место пр11 решевп11 задач о течении жндr\о

сти в норнстоi'i среде. При этом, если в начале трубо
провода или на галерее (х =О) известно значение ИС!{О
моН' функциl! (например, давления), то польэуются С\1-
нус-преобразованием Фурье; есл11 же IIpи х =О известна 
провзводная ИСI\омой функции (например, расход жидко
СП! или дебит), то применяют I(ОСiшус-преобrазование 
Фурье. Пусть дано уравнение 

а•р = А др. 
дх" дt 

( 124) 

При применении синус-преобразования Фурье к данно
му уравнению, умножая все его слагаемые и также на

чальное условие на sin Лх dx и интегрируя от О до оо, 
получаем обыкновенное дифференциальное уравнение 
первого nорядка для определении изображения 
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р()...~ t) = r р(х, t) sin(l., х) dx. 
·' о 

Решая полученное обыкновенное дифференциальное 
уравнение с нреобразованнiМvl начальным условием, опре-

деляем p(l., t). Зная изображение p(l., t), пользуемся фор
мулоii обращения: 

') п-

р(х, t) = -:;- J p(i., t) sin().x} d> .. 

о 

Прн IIpJiмef-!PHHH же косннус-преобразования Фурье 
умножаем уравнение (124) и соответствующее начальное 
условие на cos )...х dx и, интегрируя от О до =, получаем 
обi,Iкновенное дифференциальное уравнение для изобра
жения 

00 

p(i., t) = \' р(х, t) cos(i.x)dx. 
о 

Определяя изображение p(i., t) и по,lьзуясь формулой 
обращения 

р(х, t) _--:: : J p(l., t) cos(l.x) di., 

I!O.lvчaeм решенне задачи. 
Пример 1. В качестве первого примера рассмотртш rе

шение уравнснин 

tf2p 2 о 
dx2 - а. р = ' (125) 

котоrое оиисr,шает установиншеесн плоско-нараллельнос 

течеште ЖIJДКости в пласте с проницаемоi! кровлей. :--·рав
иенне (125) нолучено из приближенного подхода к ре
шештю эадачн JIЗ таk называемоli схемы Митиева- Ги
рннского: в этом уравнеюш р(х)- давленпе в каждой 
точке ра:1рабатываемого пласта, а.- гидравлический коэф-

фицllент связи между пластами. ;\'равненiiе (1~5) может 
быть решено прн услови-в:ц 

( 126) 

!IЛИ 

dpl =Q,., 
dx х·. о 

(127) 
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ii ЮlЖJ.,Ый раз 

Р\_н<» =О, 

( ;~ lx-oo = О ) . 

В обоих случаях решение 3адачн труда не представ-· 
л н~'!, и оно имеет вид 

при условии (126) 11 

при условии ( 127 ). 

р =- Qн е-ах 
а 

(128) 

(129) 

Для иллюстрации метода мы дадим решение ;них за
дач с Iюмощью бесконечного преобразования Фурье. Рас
смотрим каждыii случай в отдельности: 

Pix~o = Рн = const. 

В этом случае, как было указано выше, ядро преоб
разования должно быть подобрано так, чтобы оно обра
щалосi> в нуль в начале координат, т. е. надо использо

вать синус-нреобразованне Фурье. Умножаем уравненiiе 

(125) на V:. sin Лх dx и интегрируем от О до оо. 
Ecm1 обознач11ть 

00 

р(х) = -v: j' р(х) sin Лх dx, 

о 

то lJOCJJC определении p(i .. ) решение получнм по фор
муле 
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г-

р(х)= v ~ 
Так как 

\ p(i-) sin ),х dx. 

о 

V2 j'''.d2 

- _l slл }.xdx = 
о. dx~ 

r dp sln Лх "" 
1 dx 
t_ о о 

f
cr d .1 

-1. 

0 

d~ cos Лх dx J = -



Х [ р cos l.x /:+Л J р sin l.xdx ] = 

Г2 -
= tl ;;--- lp" - l,' p(l-}, 

ТО ИЗ (125) ПОЛУЧИМ 

1/ 2 
l,p .. -1,2 p(!-)- !1. 2p(l-) =О, 

~ т. 

р('л) = 

Таким образом, 

р(х) = v: .r р(Л) s!n (Лх) dЛ = 

Зная, что 

2 
=-Рн 

1t 

окончательно нолучнм: 

о 

Р = Рне 

dl .. 

-ах 

Рассмотрим второй случаii: в начале координат зада
на производная искомой функции 

dp 1 -- -Qн• 
dx 

х=О 

Ядро выбираем н виде cosi-x, т. е. умножаем урав

ненне (125) на Jl: cos>.x dx и ннтеrрируем от О до оо, 
вводя обозначения: 

"" 
р(Л) = V: s р(х) cos ().х) dx. 

о 
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Так как 

1/2 
"" 

11: [dp cos'x ~ J d~p + 1 - - cos ).xdx = 
' ;: dx2 dx 

u о 

+ V: Л · [р sin Лх ~~- ), J р(х) cos Лх dx J = 

v: Q,.- ).•р(),), 

то из (125) nолучим 

и 

- 11 ~ QH- ),t р(),) ·- (L?. р щ = о 
J; т: 

/2 1 
р(Л) = - v т. Q Л~+~z . 

Решение задачи, как было уr(азано выше, нолучится 
по формуле 

1 /2 j"",_ 
р(х) = V ;- р(х) cos ),х d/, = 

Q 

Имея в ви:Lу 
00 

J
' cos ах dx = -rt е-а,'>, 
~чх·! 2~ 

о -

окончательно получ11м 

( ) Qи e-... r· 
,рх =-- . 

а 

Пример 2. Рассмотрим течение жидкости в полубеско
вечном трубопроводе. Решаем дифференциальное урав
нение 
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д2р = 2адр 
дх2 с• дt 

(130) 



Пpll УСЛОВИЯХ 

Plx~o = Рн, Plt=O =О, . Р\х->с.: =О, 

(131) 

Пос.1еднее уеловне Рlноо =О ПОI{l!ЗЫвает, что вдалн о~ 
начала трубопровода (в бесконечности) среда не возму
щена, и, следовательно, давление равно начальному дав-

лению. По этой прнчнне необходимо учесть, что 

др 1 =о. 
дх 

Х->оо 

Задача решается применением преобразования Фурье. 
r-

Умножаем уравнение (130) на V: sin Лхdх 11 ннтегрн-
руем от О до оо. 

Еслн обозначить 

p(l., t) = /2 '""'. 1· ;- jp(x,t)s!nЛxdx, 
о 

то носле определен11Н p(l.., t) решение получим по фор
муле 

Так ка" 

ос 

р(х, t)= v: sp(l.t) sin ).х dx. 

u 

00 

S д
2р s\n l.x dx = 

дх2 

о 

1 ,/ 2 [др sln l.x "" 
V о. dx 

о 

- Л J ... др cos l.x dx l = - Л 
о дх J 

Х [ р cos ).х [ + /. J psin l.x dx] = 

р(А, t) 



"" /2 ra 1/ .. 2 stn ),х dx = 
.; дt 
о 

""r р sin Лхdх l = d Р , 
vo J dt 

то нз уравнения (130) получим 

Решая полученное обыкновенное J.нфференниальное 
уравнение, нолучим 

р = 1 / 2 ~ + С), е v 1t А 

Л'с' 
--t 

2а 

Постоянную Сл определим с учетом начального ус
ловия 

P\t=O =О; 

с'--(2~ ,._- ' .. л 

тоr да получим 

- v-- 2 Рн 2 Рн p(l., t) = 1 /--- -- е V r.1t 1tA 

/,' с• 
--1 

~а 

Переходя от изображения ji(л, t) к оригнналу р(х, t), 
получим решение поставленной задачи: 
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00 

р(х, t)= V ,.2 s р()., t) sin /,х dl. = 
о 

00 

=р". _Jfsinлx dl.-
1t л 

о 

Л'с't 

""' 2а 

-Рн. '-2 J _e ___ /_in_Лx_dl. = 

о 



где 

Имея в виду 

-),.,с., t 

"" 2а : s _e ___ s:..:.:in::..__l.x_ dJ_ = erf ( _1
1r_a_x_ ) , 

.. Л cfft 
(1 

и 

erf и= -
2
- J' е-'' dt .. ;- ' r r. 

о 

окончательно получим 

р(х, t) = Рн ( 1 - erf Уа х ) . 
cyzt 
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