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Лекция 1 
09.02.05 

Интегральное исчисление 

Неопределенный интеграл 
Определение 1 
Функция F(x) называется первообразной для функции f(x) на отрезке [a;b], если для всех x�[a;b] 
выполнено равенство F(x)=f(x) 
Примеры 
 

Замечание 
Если первообразная F(x) для функции f(x), то F(x)+C, где C=const также является первообразной для 
этой функции. 
Теорема о первообразных 
Пусть F1(x) и F2(x) две первообразные для одной и той же функции f(x) на отрезке [a;b], тогда F1(x)-
F2(x)=const 
Доказательство 
Рассмотрим функцию )()()( 21 xFxFx −=ϕ . Имеем  f(x)f(x)(x)F(x)F(x) 021 ≡−=′−′=′ϕ для ][ a;bx∈∀ . 
Запишем теорему Ланграджа для функции ( ) [ ]xaaxax ;  ,0)()()( ∈=−′=− ξξϕϕϕ  

0)()( =− ax ϕϕ  
constax == )()( ϕϕ  

constxFxF == )()( 21  
Определение 2 
Неопределенным интегралом dxxf∫ )( функции f(x) называется выражение CxFdxxf +=∫ )()( , где f(x) – 

интегральная функция, F(x) – первообразная для функции f(x), т.е. F’(x)=f(x),  
Теорема 
Если функция f(x) непрерывна на отрезке [a; b], то на этом отрезке существует неопределенный 
интеграл dxxf∫ )(  

Свойства неопределенного интеграла 
1. ∫ = )()')(( xfdxxf  

2. ∫ += Cxxd )()( ϕϕ   

3. ( ) dxxfdxxfd )()( =∫  

Простейшие правила интегрирования 
1. ( ) dxxfdxxfdxxfxf ∫ ∫∫ +=+ )()()()( 2121 , если функции а1(ч) и а2(ч) интегрируемы 

2. dxxfAdxxfA ∫∫ =⋅ )()( , где А=const 

3. ( ) ( ) CbkxF
k

dxbkxf ++=+∫
1  

)(xf  )(xF  
xsin  xcos−  
xcos  xsin  
5x  

6

6x  

1
1

2 +x
 arctgx  

x
1  xln  

3)1( −x  
4

)1( 4−x  

21

1

x−
 


− x

x
arccos

arcsin  
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Доказательство 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )bkxfkbkxf
k

bkxbkxF
k

CbkxF
k

+=⋅+=′+⋅+′=
′






 ++

111  

Замечание 
Свойства (1) и (2) вытекают из свойст первообразных 
Примеры 

1. ( ) Cxxcoxdxxdxdxxx ++=+=+∫ ∫ ∫ sin
2

cos
2

 

2. ( ) ( ) Cxdxx ++−=+∫ 3cos3sin  

3. ( ) ( )∫ +−=− Cxdxx 12sin
2
112cos  

4. ( ) Cx
x
xd

x
dx

++=
+
+

=
+ ∫∫ 4ln

4
4

4
 

5. Cedxe xx +−= −−∫ 33

3
1  

6. 
( )

( ) Cxarctg
x

dx
x

dx
xx

dx
+−=

+
=

+−
=

+− ∫∫∫ 1
11122 222

 

7. ∫ ∫∫∫∫ +−+=
−

+=







−
+=

−
+−

=
−
+ Cxx

x
dxdxdx

x
dx

x
xdx

x
x 3ln5

3
5

3
51

3
53

3
2  

8. ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ =
+

++=







+
+−=

+
−−

4
37102

4
37102

4
322 2

x
dxdxxdxdx

x
xdx

x
xx  

Cxxx +++−= 4ln37102  
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Таблица интегралов 

C
a
xaxaxdxxa* 

Caxxaaxxdxax* 

Cπxtg
x

dx

Cxtg
x

dx

Caxx
ax

dx

C
a
x

xa

dx

C
ax
ax

aax
dx

C
a
xarctg

axa
dx

  ); aC, (a
a

adxa

Cedxe

Cctgx
x

dx

Ctgx
x

dx

Cxxdx

Cxxdx

Cx
x

dx

)C, (n
n
xdxx

x
x

xx

n
n

++
−

=−

+±+±
±

=±

+





 +=

+=

+±+=
±

+=
−

+
+
−

=
−

+=
+

≠>+=

+=

+−=

+=

+=

+−=

+=

−≠+
+

=

∫

∫

∫

∫

∫

∫

∫

∫

∫

∫

∫

∫

∫
∫

∫

∫
+

arcsin
22

16

ln
22

15

42
ln

cos
  .14

2
ln

sin
  .13

ln  .12

arcsin  .11

ln
2
1  .10

1   .9

10
ln

   .8

   .7
sin

   6.

cos
   .5

sincos   .4

cossin   3.

ln   .2

1
1

   .1

222
22

22
222

22

22

22

22

22

22

2

2

1

 
Лекция 2 
16.02.05 

Замечание 1. 
Формулы 1-14 учить 
Замечание 2. 
Все формулы таблицы неопределенных интегралов могут быть доказаны путем дифференцирования 
правой части. 
Доказательство (12) 

( ) =









⋅

±
+⋅

±+
=

′
±+⋅

±+
=

′





 +±+ x

axaxx
axx

axx
Caxx 21111ln

2222

22

22

22  

2222

22

22

11

axax

axx

axx ±
=

±

±+
⋅

±+
=  

Примеры 

1. Ctgxx
x

dxxdxdx
x

xdxdx
x

x ++=+=+=





 +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ 4

2
3

cos
43

cos
43

cos
43

2

222
 

2. Cx

x

dx

x

dx

x

dx

x

dx
+⋅=

−
⋅=

−⋅
=

−
=

−
∫∫∫∫ 6/7

arcsin
6

1

6/76
1

6/76)6/7(667 2222
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Замена переменной в неопределенном интеграле (способ подстановки) 
Пусть существует ∫ dxxf )( , а функция )(tx ϕ= непрерывна и имеет непрерывную производную, 

тогда ( )dtttfdxxf ∫∫ ′⋅= )()()( ϕϕ  

Доказательство 
Достаточно доказать, что производные от обеих частей неравенства ( )dtttfdxxf ∫∫ ′⋅= )()()( ϕϕ  

совпадают. 

( ) )()( xfdxxf =
′

∫  

( )( ) ( )( ) ( )( ) =⋅′′⋅=⋅′′⋅=′′⋅ ∫∫∫ dtdx
dtttf

dx
dtdtttfdtttf

ttx /
1)()()()()()( ϕϕϕϕϕϕ

( ) ( ) )()()()()( xftftttf ==′⋅′⋅= ϕϕϕϕ , где dx и dt – взаимообратные функции. 
Замечание 
Вместо подстановки )(tx ϕ=  при вычислении неопределенных интегралов иногда удобно 
выполнить подстановку )(xt ψ= , тогда 

)()( xddxx ψψ =′  

Cx
x
xd

x
dxx

+==
′

∫∫ )(ln
)(
)(

)(
)(

ψ
ψ
ψ

ψ
ψ

 

Примеры 

1. CxCtdtttxxdxsixdxxx +=+===== ∫∫ ∫ 3
sin

3
sinsin  cos sin

33
222  

2. CxCt
t
dttx

x
xd

x
dx

x
xdx

++=+===+=
+
+

=
+

=
+ ∫∫∫∫ 1ln

2
1ln

2
1

2
11

1
)1(

2
1

12
1

1
22

2

2

2

2

2  

Замечание 
Прибавление константы под знак дифференциала не изменит его. 

3. =====
+

⋅=⋅
+ ∫∫∫∫ dtttarctgxarctgxx darctgdx

x
xarctgdx

x
xarctg 22

2
2

2

2

 
1

1
1

 

CxarctgCt
+=+=

33

33

 

 

4. =+
+

−
⋅⋅=

−
=

−
===

−
=

− ∫∫∫∫ C
t
t

t
dt

t
dtte

e
ed

e
dxe x

x

x

x

x

3/5
3/5ln

3/52
1

3
1

3/53
1

5353
 

53 2222  

C
e
eC

e
e

x

x

x

x

+
+

−
⋅=+

+

−
⋅=

53
53ln

152
1

3/5
3/5ln

152
1

 

5. ( ) ( ) =







+
−=

+
−+

=
+

=

=

=

=

=
+ ∫∫∫∫ dt

t
dt

t
t

tt
dtt

dttdx
xt

tx

xx
dx

1
116

1
116

1
6

6
1 22

2

23

5

5

6

6

3  

( ) ( ) CxarctgxCarctgttdt
t

dt +−=+−=







+
−= ∫ ∫ 66

2 66
1

16  

Лекция 3 
17.02.05 

Интегрирование функций, содержащих квадратный трехчлен 
I. Интегралы вида: 

1. ∫ ++ cbxax
dx

2  
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2. ∫ ++
+ dx

cbxax
BAx

2  

3. ∫
++ cbxax

dx
2

 

4. ∫
++

+ dx
cbxax

BAx
2

 

Для интегрирования нужно: 
a. выделить из квадратного трехчлена полный квадрат:  











 −
+






 +=



 ++=++ 2

22
22

4
4

2 a
bac

a
bxa

a
cx

a
bxacbxax  

b. выполнить замену переменной в подынтегральной функции: 

dtdx
a

btx

a
bxt

=

−=

+=

2

2

 

Замечание 
При необходимости разбить интеграл на сумму двух, каждый из которых вычисляется уже известным 
методом 
Примеры 

1. 
( ) ∫∫∫∫∫∫ =

−
+

−
=

−
+

=
−
++

=
=
+=
=−

=
−−

+
=

−−
+

10
5

1010
5

10
233

3

103
2

16
2

222222 t
dt

t
tdtdt

t
tdt

t
t

dtdx
tx

tx
dx

x
xdx

xx
x  

( ) ( ) ( )
( )

C
x
xxC

t
tt

t
dt

t
td

+
+−

−−
⋅⋅+−−=+

+

−
⋅⋅+−=

−
+

−

−
= ∫∫ 103

103ln
102

15103ln
2
1

10
10ln

102
1510ln

2
1

10
5

10
10

2
1 22

22

2

 

2. 
( ) ( )

CxCt
t

dt
dtdx

tx
tx

x

dx
xx

dx

xx

dx
+−=+=

−
=

=
+=
=−

=
−−

=
−+−−

=
−

∫∫∫∫ )1arcsin(arcsin
1

1
1

1111222 222

 

3. 
( )[ ] ( ) ( ) =−

−
=

−

+−
=

=
−=
=+

=
−+

−
=

−+

−
∫∫∫ ∫

16/252

4/13

16/252

4/134/1
4/1

16/254/12
3

32

3
2222 t

tdt
t

t

dtdx
tx

tx
dx

x
xdx

xx

x

( ) ( )
( )

=
−

−
−

−
⋅=

−
−

−
= ∫∫∫∫

8/252

8/252
4
1

16/2524
13

16/25216/252

4/13
2

2

222 t

td

t

dt

t

tdt

t
 

( ) −−+++⋅=+−⋅−−+⋅= 16/254/14/1ln
24

138/2522
4
116/25ln

24
13 222 xxCttt  

( ) Cx +−+⋅− 8/254/12
2
1 2  

II. Интегралы вида: 

∫
++⋅+ cbxaxNMx

dx
2)(

 

a. Для вычисления данного интеграла выполняется замена переменной по формуле: 
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dz
Mz

dx

M
N

Mz
x

z
NMx

2
1

1

1

−
=

−=

=
+

 

После чего интегрирование сводится к уже изученному виду 
Пример 

=
++

−=

++⋅

−=

++

−
=

−=

=

=

=
++⋅

∫∫∫∫ dz
zz

dz

zz
z

dz

zzz

z

dz
z

dx
z

x

z
x

xxx

dx
2

22

2

2

2 41

1

141
1

1411

1

1

1

1

14

 

( )
( ) =+−+++−=+−+−=

−
−==+=

−+

+
−= ∫∫ CzzCtt

t

dttz
z

zd 322ln3ln
3

2
32

)2( 22

22

 

C
xx

+−





 +++−= 32121ln

2

 

Интегрирование по частям 

∫ ∫−= vduuvudv  

Доказательство: 

vduuvdudv

udvvdudx
dx
dvuv

dx
dudxvuvudxuvuvd

−=⇒

+=





 +=′+′=′=

)(

)()()(  

Проинтегрируем обе части получившегося неравенства 

∫∫ ∫ ∫ −=−= vduuvvduvududv )(  

Лекция 4 
02.03.05 

Примеры 

1. =
+
+

−⋅=
+

⋅−⋅=−⋅= ∫∫∫ ∫ 1
)1(

2
1

1
1   

2

2

2 x
xdarctgxxdx

x
xarctgxxarctgxdxarctgxxdxarctgx

Cxarctgxx ++−⋅= 1ln
2
1 2  

2. Cxxxdxxxxxx d dxx ++⋅=−⋅== ∫∫ ∫ cossin sinsinsincosx  

3. ( ) ( )( ) ( )
2
12

2
1 

2
1 

2
1 22222222222222 =+−=−== ∫∫∫ ∫ xxxxxxx edxexexxdeexedxdxex  

4. ( ) =−
−

−−−=−−−=− ∫∫∫ dxx
xa

xxaxxaxdxaxdxxa 2
2

1
22

22222222  

∫ ∫∫
−

+−−−=
−

−−
−−=

22

22222

22

222
22

xa

dxaxaxaxdx
xa

axaxax  

C
a
xaIxaxI 2arcsin222 +⋅+−−= → 
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C
a
xaxaxI 2arcsin2 222 ++−= → 

C
a
xaxaxI ++

−
= arcsin

22

22
 - табличный интеграл(16) 

5. ∫∫∫∫∫ =−=−=−=== xxxxxxxx xdexexdxexexdexeedxxdxeI cossincossinsinsin  sinsin

( ) ∫∫ ++−=+−= Cxdxexxexdexexe xxxxx 2sincossincoscossin  

CIxxeI x 2)cos(sin +−−= → 

CxxeI
x

+
−

=
2

)cos(sin
 

Интегрирование рациональных функций 

Рациональной функцией (рациональной дробью) называется выражение вида 
)(
)(

xQ
xP

n

m , где  

( )0,...)( 0
1

1 ≠+++= −
− m

m
m

m
mm aaxaxaxP  - многочлен в степени m 

( )0,...)( 0
1

1 ≠+++= −
− n

n
n

n
nn bbxbxbxQ  - многочлен в степени n 

Например 

1
12

5

2

+−
+
xx

x
 - правильная 

xxx
xx

++
+−
24

4

33
2

 - неправильная 

132
1

2

26

−+
−+

xx
xx

 - неправильная 

Рациональную дробь называют правильной, если степень ее числителя меньше степени знаменателя 
(т.е m<n) 
Утверждение 
Любая неправильная рациональная дробь может быть представлена в виде суммы многочлена и 
правильной рациональной дроби (операция выделения целой части) 
Определение  
Простейшими называются правильные рациональные дроби следующих видов 

1. 
ax

A
−

 

2. 
( )

2, ≥
−

n
Ax

A
n

 

3. 
qpxx

BAx
++

+
2

 

4. 
( )

2,
2

≥
++

+ n
qpxx

BAx
n

 

Замечание 
Простейшие рациональные дроби 1-го и 2-го типов интегрируются как степенные функции, на основе 
формул (1) и (2) таблицы интегралов. 
Дроби 3-го и 4-го типов интегрируются как функции, содержащие квадратный трехчлен.  
Для интегрирования дроби 4-го типа используются более сложные приемы 
Пример 

( )
( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

=
+

+
−=

+

⋅
−=

+
−

+
=

+

−+
=

+
∫∫∫∫∫∫ 22

2

2222

2

222

22

22 1

1
2
1

111
1

1

1

1 x

xxdarctgxdx
x

xxarctgxdx
x

xdx
x

dx
x

xx

x

dx  
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( ) =+−
+

+=







+
−

+
⋅+=







+

+= ∫∫ Carctgx
x

xarctgx
x

dx
x

xarctgx
x

xdarctgx
2
1

1211
1

2
1

1
1

2
1

2222
 

( ) C
x

xarctgx
+

+
+= 2122

 

Теорема 
Любая правильная рациональная дробь со знаменателем 

( ) ( ) ( ) ( ) ......)( 22 lmkn srxxqpxxbxaxxQ ++⋅++⋅⋅−⋅−= может быть представлена в виде 
простейших дробей: 

( ) ( ) ( ) ( )
++

−
++

−
+

−
+

−
++

−
+

−
= .........

)(
)(

2
21

2
21

k
k

n
n

bx
B

bx
B

bx
B

ax
A

ax
A

ax
A

xQ
xP

 

 

( ) ( )
+

++

+
++

++

+
+

++

+
+ m

mm

qpxx

NxM

qpxx

NxM
qpxx

NxM
222

22
2

11 ...  

 

( ) ( )
......

222

22
2

11
l

ll

srxx

KxL

srxx

KxL
srxx

KxL

++

+
++

++

+
+

++

+
+  

Формула Диез 
Для нахождения коэффициентов (А1, Аn, В1, Вn, M1, Mn… при разложении правильной рациональной 
дроби на сумму простых дробей): 

1. привести дробь в правой части формулы к общему знаменателю (этот знаменатель совпадает 
с Q(x)) 

2. записать тождество числителей левой и правой части формулы Диез 
3. приравнять коэффициенты при одинаковых степенях переменной ч, получив систему 

линейных алгебраических уравнений для коэффициентов разложения 
4. решить получившуюся систему 

Лекция 5 
03.03.05 

Замечание 1 
Общее количество неизвестных коэффициентов разложения рациональной дроби 

)(
)(

xQ
xP  на сумму 

простейших дробей совпадает со степенью многочлена Q(x). 
Замечание 2 
Для определения коэффициента разложения на простейшие дроби получают более простые 
соотношения, придавая переменной х различные числовые значения. 
Примеры 

1. 
( ) ( )∫ −+

dx
xx

x
21 2

 

Подынтегральная функция – правильная рациональная дробь. Разложим ее на сумму простейших 
дробей и приведем их к общему знаменателю: 

( ) ( ) ( )
( )

( ) )2(1
1)2()2)(1(

21121 2

2

22 −+

++−+−+
=

−
+

+
+

+
=

−+ xx
xCxBxxA

x
C

x
B

x
A

xx
x  

( ) ( )
( )

( ) )2(1
1)2()2)(1(

21 2

2

2 −+

++−+−+
=

−+ xx
xCxBxxA

xx
x  

Приравняем числители: 
( )21)2()2)(1( ++−+−+= xCxBxxAx  

Раскроем скобки: 
CCxCxBBxAAxAxAxx +++−+−+−= 2222 22  

Воспользуемся Замечанием 2: 
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9
2  ,92   :2 === CCx  

3
1  ,31  :1 =−=−−= BBx  

Приравняем коэффициенты при х2: 

9
2  ,0   :2 −=−=+= CACAx  

Подставим получившиеся значения в выражение (*): 

( ) ( ) ( ) 2
9
2

1
3
1

1
9
2

21 22 −
+

+
+

+

−
=

−+ xxxxx
x

 

Возьмем интеграл: 

( ) ( ) ( ) ( )
=

















−
+

+
+

+

−
=









−
+

+
+

+
=

−+ ∫∫∫ dx
xxx

dx
x

C
x

B
x

Adx
xx

x
2

9
2

1
3
1

1
9
2

21121 222  

( ) ( ) ∫∫∫∫∫ ∫ =
−
−

+
+

+
+

+
+

−=


















−
+



















+
+



















+

−
=

2
)2(

9
2

1
)1(

3
1

1
)1(

9
2

2
9
2

1
3
1

1
9
2

22 x
xd

x
xd

x
xddx

x
dx

x
dx

x
 

Cx
x

x +−+
+

−+−= 2ln
9
2

)1(3
11ln

9
2

 

2. ∫
−−

−−
dx

xx

xx

6

132
2

2

 

Подынтегральная функция – неправильная рациональная дробь. Выделим целую часть и разложим 
знаменатель на множители: 
 

2x2  - x - 13 x2 - x - 6
2x2 -2x - 12

_
2

x - 1  

0)3)(2(1
3x
-2x  

12
251

0  ,256)1(41
06

2,1

2

2

=−+⋅



=
=

⋅
±

=

>=⋅−⋅−=
=−−

xx

x

DD
xx

)3)(2(
12

6
12

6
132

22

2

−+
−

+=
−−

−
+=

−−
−−

xx
x

xx
x

xx
xx

 

Разложим дробную часть подынтегральной функции на сумму простейших дробей: 

(*)   
32

2
6
132

2

2

−
+

+
+=

−−
−−

x
B

x
A

xx
xx

 

Приведем дроби к общему знаменателю: 

)3)(2(
)2()3(

32)3)(2(
1

−+
++−

=
−

+
+

=
−+

−
xx

xBxA
x

B
x

A
xx

x
 

Приравняем числители: 
)2()3(1 ++−=− xBxAx  

Раскроем скобки: 
BBxAAxx 231 ++−=−  

Воспользуемся Замечанием 2: 
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5
2B  ,52   :3 === Bx  

5
3  ,53  :2 =−=−−= AAx  

Подставим получившиеся значения в выражение (*): 

3
5
2

2
5
3

2
32

2
6
132

2

2

−
+

+
+=

−
+

+
+=

−−
−−

xxx
B

x
A

xx
xx

 

Возьмем интеграл: 

=


















−
+

+
+=








−
+

+
+=









−−
−−

∫∫∫ dx
xx

dx
x

B
x

Adx
xx
xx

3
5
2

2
5
3

2
32

2
6
132

2

2
 

Cxxx
x
xd

x
xddx +−+++=

−
−

+
+
+

+ ∫∫∫ 3ln
5
22ln

5
32

3
)3(

5
2

2
)2(

5
32  

3. dx
xx

x
∫ +−

+
)2)(1(

5
2

2
 

Подынтегральная функция – правильная рациональная дробь. Разложим ее на сумму простейших 
дробей и приведем их к общему знаменателю: 

(*)   
21)2)(1(

5
22

2

+
+

+
−

=
+−

+
x

CBx
x

A
xx

x
 

   
)2)(1(

)1)(()2(
)2)(1(

5
2

2

2

2

+−
−+++

=
+−

+
xx

xCBxxA
xx

x
 

Приравняем числители и раскроем скобки: 
CCxBxBxAAxxCBxxAx −+−++=−+++=+ 2222 2)1)(()2(5  

Воспользуемся Замечанием 2: 
2  ,36   :1 === AAx  

Приравняем коэффициенты при nx : 
1211  ,1   :2 −=−=−=+= ABBAx  

152252  ,25   :0 −=−⋅=−=−= ACCAx  
Возьмем интеграл? подставив получившиеся значения в выражение (*): 

=
+
+

−
−
−

=







+
−−

+
−

=







+
+

+
−

=
+−

+
∫∫∫∫∫ dx

x
x

x
xddx

x
x

x
 dx

x
CBx

x
Adx

xx
x

2
1

1
)1(2

2
1

1
2

21)2)(1(
5

2222

2
 

Cdx
x
xx +
+
+

−−= ∫ 2
11ln2

2
 

Интегрирование тригонометрических функций (m и n – целые числа) 
I. ∫ ⋅ dxxx nm  cossin   

1. одно из чисел (m или n) – нечетное положительное 

a. 
xx
xx

22

22

cos1sin
sin1cos

−=
−=  

b. tx
tx

=
=

cos
sin  

c. dtdx =  
Пример: 

( )∫∫∫ ===−⋅−=⋅−=⋅ txxdxxxdxxdxxx coscos  cos1coscos  sincos sincos 262636  
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( ) ( ) CxxCttdttdttdtttdttt ++−=++−=+−=−−=−−= ∫ ∫∫∫ 9
cos

7
cos

97
1

9797
868626  

2. оба числа m и n – четные неотрицательные 

a. 

2
2cos1cos

2
2cos1sin

2

2

xx

xx
+

=

−
=

   - формулы понижения степени 

Пример: 

( ) ( )∫∫ ∫∫ =+−=





 −

== dxxxdxxdxxxdx 2cos2cos21
4
1

2
2cos1sinsin 2

2
224  

=+
+

+⋅−=+−= ∫∫ ∫ ∫ Cdxxxxxdxxdxdx
2

4cos1
4
12sin

2
1

2
1

4
2cos

4
12cos

2
1

4
1 2  

( ) =+⋅++−=++⋅+−= ∫ ∫ CxxxxCxdxdxxx 4sin
4
1

8
1

8
1

4
2sin

4
4cos

2
1

4
1

4
2sin

4
 

CxxxCxxxx
++−=+++−

32
4sin

4
2sin

8
3

32
4sin

84
2sin

4
 

Тема: интегрирование тригонометрических функций. 
 

Ι. Интегралы вида dx cos   sin xx nm∫ ×  (m, n Ζ∈  ) 
 

1) Одно из чисел (m или n)- нечетное положительное. 
Для вычисления интеграла используется подстановка сos x = t (sin x = t) и 
формула 

1cossin 22 =+ xx  
 
Пример: 

 c 
7

cos-
9

cos  xcos d cos- xcos d cos xcos d sin  cosdx sin  cos
79

682636 +==×−=× ∫∫∫∫
xxxxxxxx

 
2) m и n – четные неотрицательные числа. 

Для вычисления интеграла используются формулы 

2
12coscos                     

2
2cos1sin 22 +

=
−

=
xxxx  

 
Пример: 

( ) ( )

cxxxxdxxx

dxxxx

+++−=
+

+−=

=+=





==

∫

∫ ∫∫∫

4sin
32
1 

8
1 2sin

4
1 

4
1 

2
cos4x1

4
12sin

4
1

4
1

     2cos2cos2x-1
4
1  dx

2
cos2x-1dxsindx   sin 2

2
224

 

 
3)Числа m и n имеют одинаковую четность и одно из них отрицательно. 
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Для интегрирования необходимо сделать замену tg x = t (ctg x = t) и 
воспользоваться тождествами ( ) 

1
cos

1                                  11
sin

1 2
222 +=+= xtg
xxtgx  

 
Пример: 

( )

( ) ( )∫ ∫

∫ ∫∫

++=+=+=

===+====

  c
3

tg
5

tg tt t1

t xtg x tg1tgtg x tg
cos
sin

cos
1 x tg

cos
sin

35
2422

22
4

2

26

2

xxdtdtt

dxxd
x
x

x
ddx

x
x

 

 
 

Интегралы вида ∫∫ dx ctg dx, mxxtgm
  

Для интегрирования используются формулы ( ). 
 

Пример: 

cxxctgdx

dxctgctgdx
x

ctg
x

xctg

+−−=−=

==−=





 −=

∫

∫∫ ∫ ∫∫ ∫

sinln
2sinx

sinx 
2

ctg-

sinx
cosx- x  d x ctg-dx x 

sin
 xdx1

sin
1 xctgdx 

22

22
3

 

 
 

•.Интегралы вида 
∫
∫
∫

×

×

×

dx  nx  sin mx  sin

dxnx  cos mx  cos

dx nx  cosmx  sin

 

 
Для вычисления интегралов используются тригонометрические формулы 

( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ]βαβαβα

βαβαβα

βαβαβα

++−=×

+−−=×

−++=×

coscos
2
1coscos

coscos
2
1sinsin

sinsin
2
1cossin

 

 
Пример: 
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( ) ( )[ ] ( )∫ ∫ ∫ +





 −=−=+−−=× cxxdxxxdxxxxxxdxx

15
15sinsin

2
115coscos

2
187cos87cos

2
18sin7sin

 
 

•.Интегралы вида ∫ dxxxR )cos,(sin  
R- рациональная функция своих аргументов. 

Для интегрирования выражений данного типа используется 
универсальная тригонометрическая подстановка. 

2

2

2

2

2
2

2

1
1

2
tg1

2
tg-1

cosx                                 
1

2

2
1

2
2

sin

t1
2dtdx                                                          

2

t
t

x

x

t
t

xtg

xtg
x

txtg

+
−

=
+

=
+

=
+

=

+
==

 

 
Примеры: 

( )

∫∫

∫∫

∫

∫ ∫ ∫

∫

+





 +=+===






==+==

+=+==

+

+=

==

+
+−

−−
−=

=+
+−
−−

×−=
−−

−=
−+

=

+
−

+
+

+=

==
+

cxtgcutg
u
udxu

cxtgct
t
dt

наяуниверсаль

c
xtg

xtg

c
t
t

t
dt

tt
dt

t
t

наяуниверсаль
xx

dx

42
ln

2
ln

sin
sinsinu

2
-ucosdudx ;

2cosx
dx )3

2
lnln

t1
2t

t1
2dt

    

аподстановк етрическая ттригоном
sinx
dx )2

21
2

21
2ln

2
1    

21
21ln

22
12

21
2

12
2

1
1

t1
2t

t1
2dt

    

аподстановк етрическая ттригоном
cossin

 )1

2

2

22

2

2

2

2

πππ  

 
 

•а.Интегралы вида ∫ × dxxxxxR )cos,cossin,(sin 22
 

R- рациональная функция своих аргументов. 
В этом случае подынтегральная функция содержит только четные 
степени синуса и косинуса и степени их произведения. 
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Тогда используем подстановку tg x = t (ctg x = t). 
 
Примеры: 

 
 

 

( )∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

+
+

=
−+

=
+

=









+

=
×+

+=
+

=






 +

=
++

=
+

cdd

x
x
x

x
x

dx
xxx

ctgxarctg
xtg
tgxd

x
x

dx
xxx

dx
x

2tgx
tgxln

2
1

11tgx
 tgx

tgx2xtg
 tgx

cos
cos
2sin

cos
sincossin2sin

dx )2

33
1

3
   

2
cos

1coscos2cossin2cos1
dx )1

22
2

2

22

2

2
2

2222

 
 

Интегрирование иррациональных функций 

I. Интегралы вида dxxxxR n
m

n
m

∫ 












...,,, 2

2

1

1

, где R – рациональная функция своих 

аргументов 

Заменой ktx = , где ( )..., 2nnНОКk = , задача сводится к интегрированию рациональной 
функции 

Пример: 

( )

( )( ) cxxxxctttt
t
dtdt

t
ttt

t
dtdt

t
tdt

t
t

t
dtt

tt
dtt

tt
dtt

xt

dttdx
tx

xx
dx

++−−−=++−−−=
+

−
+

+−+
=

=
+

−
+
+

=
+
±

=
+

=
+

=
+

=

=

=

=

=
+

∫∫

∫∫∫∫∫∫∫

1ln66321ln66
2

6
3

6
1

6
1

116

1
6

1
16

1
16

1
6

1
666

663
232

333

2

5

23

5

6

5

6

3

 

II. Интегралы вида dx
dcx
bax

dcx
baxxR

n
m

n
m

∫ 




















+
+









+
+ ...,,, 2

2

1

1

, где R – рациональная 

функция своих аргументов 

Для сведения задачи к интегрированию рациональной дроби необходимо выполнить 

замену kt
dcx
bax
=

+
+ , где ( )..., 2nnНОКk = . 

Пример: 
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( ) ( ) cxarctgctarctg
t

dt
tt

tdt

xt

tdtdx
tx
tx

xx
dx

+−−=+−=
+

−=
+

−
=

−=

−=
−=

=−

=
−− ∫∫∫ 122

1
2

1
2

1

2
1

1

12 22

2

2

 

 

Определенные интегралы 
 

 
 

Пусть функция y=f(x) непрерывна на [a; b]. Разобьем [a; b] произвольным образом на n 
частей в точках ax =0 , 1x , 2x , … bxn = .  
Тогда  1122011 ,, −−=∆−=∆−=∆ nnn xxxxxxxxx   - длины отрезков разбиения.  
Обозначим через λ максимальную длину отрезков разбиения 

ni
ix

...3,2,1
max
=

∆=λ . Величина 

λ называется диаметром разбиения. На каждом из отрезков разбиения произвольным 
образом выберем по одной точке ];[];;[];;[ 1212101 nnn xxxxxx −∈∈∈ ξξξ . 

Выражение ∑
=

∆=
n

i
iin xfS

1

)(ξ  или nnin xfxfxfS ∆++∆+∆= )(...)()( 221 ξξξ  называется 

интегральной суммой функции  f(x) на [a; b]. 
 

Геометрический смысл интегральных сумм. 
 

В случае f(x)≥  0 интегральная сумма представляет собой площадь ступенчатой 
фигуры, состоящей из прямоугольников, основания которых представляют отрезки 
разбиения, а высоты – значения функции f(x) в точках ix ξ= . 
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Определение 1. Если для любых разбиений [a; b] таких, что диаметр разбиения 

ni
ix

...3,2,1
max
=

∆=λ →  0, и при любом выборе точек ];[ 1 iii xx −∈ξ  интегральные суммы Sn стремятся 

к одному и тому же пределу, то этот предел называется определенным интегралом. 

∫ ∑
=

→ ∆=
b

a

n

i
iix xfdxxf

1
0 )(lim)( ξ         (*) 

a – нижний предел интегрирования  
b – верхний предел интегрирования 
 
Определение 2. Функция f(x) называется интегрируемой, если существует предел (*), т. е. 
существует определенный интеграл на [a; b].  
 

Теорема об интегрируемости непрерывной функции. 
 

Если f(x) непрерывна на [a; b], то она интегрируема на этом отрезке. 
 

Геометрический смысл определенного интеграла. 
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Пусть f(x) ≥  0 непрерывна на [a; b], тогда ∫
b

a

dxxf )(  равен площади криволинейной трапеции, 

ограниченной сверху графиком функции y= f(x),снизу – осью Ox и с боков – прямыми x=a и 
x=b. 
 
Замечание. Определенный интеграл не зависит от обозначения переменной интегрирования, 

т. е. ∫
b

a

dxxf )(  = ∫
b

a

dttf )( . 

Определение 3. В случае a>b ∫
b

a

dxxf )(  = ∫−
a

b

dxxf )( .  

Определение 4. ∫
a

a

dxxf )(  = 0 

 
 
 
 

Свойства определенного интеграла. 
 

1) Если f(x) интегрируема на [a; b], то ∫
b

a

dxxkf )(  = ∫
b

a

dxxfk )( , k = const. 

2) Если  f(x) и g(x) интегрируемы на [a; b], то ∫ +
b

a

dxxgxf ))()((  = ∫
b

a

dxxf )(  + ∫
b

a

dxxg )( . 

3) Пусть f(x) и g(x) интегрируемы на [a; b], и a<b,  f(x) ≤  g(x), тогда                     ∫
b

a

dxxf )(  

≤ ∫
b

a

dxxg )( . 

 

 
4) Пусть f(x) непрерывна на [a; b] и a<b, точка m – наименьшее значение функции, точка 

M – наибольшее значение функции, тогда m (b-a)≤  ∫
b

a

dxxf )( ≤  M (b-a). 



стр. 18 из 18 

 
5) Теорема о среднем. 

Пусть f(x) непрерывна на [a; b] , тогда :];[ ba∈∃ξ ∫
b

a

dxxf )( = f(ξ ) (b-a) 

Доказательство: 
Пусть b>a; m, M – соответственно наименьшее и наибольшее значение f(x) на [a; b]. По 

свойству (4) m (b-a)≤  ∫
b

a

dxxf )( ≤  M (b-a), тогда разделим неравенство на (b-a)>0, отсюда:  m 

≤ ∫ −

b

a ab
dxxf )(  ≤M . 

По свойству функций, непрерывных на отрезке, для любого µ , лежащего между m и M,   т. е. 

m < µ < M, µξξ =∈∃ )(:];[ fba , тогда приняв µ  = ∫ −

b

a ab
dxxf )( , получим, что f(ξ )= ∫ −

b

a ab
dxxf )(   

⇒    ∫
b

a

dxxf )( = f(ξ ) (b-a). 

 
 

6) Если f(x) интегрируема на [a; b] и с∈  [a; b], то ∫
b

a

dxxf )( = ∫
c

a

dxxf )( + ∫
b

c

dxxf )( . 

 
Вычисление определенных интегралов. 
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Пусть f(x) интегрируема на [a; b], а x – произвольная точка интервала. Рассмотрим функцию 

Ф(x)= ∫
x

a

dttf )( . 

∫
∆+

=∆+
xx

a

dttfxxФ )()(  

∫ ∫
∆+

−=−∆+=∆
xx

a

x

x

dttfdttfхФxxФФ )()()()(  

 
Тогда по свойству (6): 

∫
∆+

=∆
xx

x

dttfФ )(  

По теореме о среднем (свойство (5) ): 
);(,)())(( xxxxfxxxfФ ∆+∈∆=−∆+=∆ ξξξ  

xfФ ∆=∆ )(ξ  
 

Теорема 1. 

Если f(x) непрерывна и Ф(x)= ∫
x

a

dttf )( , то Ф’(x)=f(x). 

Доказательство: 
 

Ф’(x)= )()(limlim 00 xf
x

xf
x xx =

∆
∆

=
∆
∆Φ

→∆→
ξ , т. к. f(t) непрерывна. 

 
Следствие из теоремы 1: 
Любая непрерывная функция имеет первообразную. В качестве первообразной может быть 

взят ∫
x

a

dttf )( . 

Теорема 2. Формула Ньютона-Лейбница. 
Если f(x) непрерывна и F(x) – первообразная для этой функции, то 

)()()()( aFbFxFdxxf b

a

b

a

−==∫ . 

Доказательство: 
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По теореме 1 Ф(x)= ∫
x

a

dttf )( является первообразной для f(x), тогда по теореме о двух 

первообразных Ф(x)= F(x)=const. Отсюда ∫
x

a

dttf )( =F(x)+ const. 

Предположим x=a, тогда: 

0= ∫
a

a

dttf )( =F(a)+const ⇒  const = -F(a), 

тогда получаем: 

∫
x

a

dttf )( =F(x) - F(a) 

 
Положим x=b: 

∫
b

a

dttf )( =F(b) - F(a) 

Примеры: 

1) 
6
1

6
0

6
1

6

661

0

61

0

5 =−==∫
xdxx  

2) ( )
5
33

5
32

5
1

5
2

5
1

5

551

2

51

2

4 =+=
−

−==
−−

∫
xdxx  

3) 1011lnln1lnlnln
1

1

=−=−=−==∫ eex
x

dx e
e

 

4) 0)0cos8(cos
2
1

2
2cos2sin

4

0

4

0

=−−=−=∫ π
ππ xxdx  

5) 
e

eeeexdedxedxxe xxxx

2
1

22
1)1(

2
1

2
1)(

2
1

2
1 1

1
1

0

2
1

0

1

0

2
1

0

2222 −
=−=−−=−=−−==

−
−−−−− ∫∫∫  

6) ∫ ∫ ∫ ∫
− − − −

+−−=+−−=
π

π

π

π

π

π

π

π

xdxnmxdxnmdxxnmxnmnxdxmx )cos(
2
1)cos(

2
1))cos()(cos(

2
1sinsin  

Обозначим данный интеграл как I и рассмотрим два случая, считая, что m, n > 0;  m, n Ζ∈  
a) nm ≠  

0)sin(
2
1)sin(

2
1

=
+
+

−
−
−

=
−−

π

π

π

π nm
xnm

nm
xnmI  

б) m = n 

πππ
π

π

π

π

π

π

π

π

=+=−=−=
−−−−

∫∫ )(
2
1

2
2sin

2
1

2
12cos

2
1

2
1

m
mxxmxdxdxI  

 





=
≠

=
nm
nm

I
,
,0
π

 

 
Замечание. Если ввести скалярное произведение двух функций по формуле 

∫
−

=
π

π

dxxgxfxgxf )()()()( , то окажется, что функции sinmx и sinnx ортогональны при nm ≠ . 


