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1. МАТРИЦЫ, ДЕЙСТВИЯ НАД НИМИ 

Определение. Таблица чисел, состоящая из m строк и n столбцов, называ-

ется матрицей размерности m n× . 

Обозначения матрицы:   ( )A A= = =
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Числа aij  называются элементами матрицы. Первый индекс i указывает номер 

строки, в которой стоит элемент, а второй индекс j – номер столбца. 

Определение. Матрицы А и В равны, если они имеют одинаковую размер-

ность и их соответствующие элементы равны. 

Определение. Матрица 1×mA , состоящая из одного столбца, называется 

матрицей-столбцом. 

Определение. Матрица n×1A , состоящая из одной строки, называется мат-

рицей-строкой. 

Определение. Матрица An n×  у которой число строк равняется числу столб-

цов называется квадратной размерности n. 

Определение. Диагональ a a a11 22 33, , ...– называется главной диагональю 

матрицы. 

Определение. Квадратная матрица, у которой ниже (выше) главной диаго-

нали расположены только нулевые элементы, называется верхней (нижней) 

треугольной матрицей и обозначается ( )T T , т.е. 
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Определение. Квадратная матрица, у которой все элементы вне главной 

диагонали равны нулю, называется диагональной матрицей и обозначается D. 
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Определение. Диагональная матрица, у которой все элементы на главной 

диагонали равны 1, называется единичной матрицей и обозначается Е. 

Определение. Матрица, все элементы которой равны нулю, называется ну-

левой и обозначается О. 

Операции над матрицами 

1) Сложение и вычитание 

Матрицы одинаковой размерности складывают и вычитают по правилу: 

( ) ( ) ( )a b a bij
m n

ij
m n

ij ij
m n× × ×

± = ± , 

т.е. при сложении матриц соответствующие элементы складываются. 

Роль нулевой матрицы: А+О = А. 

2) Умножение матрицы на скаляр (число) 

Матрицу умножают на скаляр по правилу:  ( ) ( )λ λa aij m n ij m n× ×
= , 

т.е. при умножении матрицы на скаляр каждый элемент умножается на скаляр. 

Пример 1. Дано .
1014

79
,

105

62








−

−
=








−

= BA  Вычислить 2А-3В. 

Решение. .
5052

931

10310214352

73629322
32 








−

−
=








⋅+⋅⋅−⋅−
⋅−⋅⋅+⋅

=− BA  

Свойства линейных операций: 

1. A + B = B + A – переместительный закон. 

2. ( A + B ) + C = A + ( B + C ) – сочетательный закон. 

3.  λ( A + B ) = λA + λB – распределительный закон относительно матриц. 

4.  A(λ+β) = λA+βA – распределительный закон относительно чисел. 

Доказательство свойств следует из определений линейных операций. 

3) Умножение матриц 

Произведением матрицы ( )Am n ija× =  на матрицу ( )Bn p ijb× =  называется 

матрица ( )Cm p ijc× = , где ∑
=

⋅=
n

k
kjikij bac

1

, т.е. элемент сij матрицы С=АВ равен 

сумме попарных произведений соответствующих элементов i-й строки матри-

цы А и j-го столбца матрицы В. 
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Из определения произведения матриц следует, что матрицу А можно ум-

ножить не на всякую матрицу В: необходимо, чтобы количество столбцов в 

матрице А было равно количеству строк в матрице В. В результате получится 

матрица С, количество строк  которой равно количеству строк в матрице А, а 

количество столбцов – количеству столбцов в матрице В. 

Пример 2. Дано: 







=








−

=
43

12
,

254

132
BA . Вычислить произведения АВ, ВА. 

Решение. Матрицу 32×А  умножить на матрицу 22×B  нельзя, т.к. количество 

столбцов матрицы А –3 неравно количеству строк матрицы В–2.  

.
111122

418

241354334423

211251324122

254

132

43

12

32
3222

×
×× 
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−
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
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⋅+⋅⋅−⋅⋅+⋅

⋅+⋅⋅−⋅⋅+⋅
=







−

⋅







=⋅АВ

Свойства произведений: 

1.  AB BA≠ – некоммутативность. 

2. (AB)C = A(BC) – сочетательный закон. 

3.  С(A + B) = СA + СB – распределительный закон. 

4.  (λА)В=λ(АВ). 

Доказательство свойств следует из определения произведения матриц. 

Роль единичной и нулевой матриц: АЕ=ЕА=А,  АО=ОА=О. 

Пример 3. Дано: .
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Решение. ;
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
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2. ОПРЕДЕЛИТЕЛЬ МАТРИЦЫ.  

МИНОРЫ И АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ДОПОЛНЕНИЯ 

Для квадратных матриц определена числовая характеристика, которая 

называется определителем матрицы. 

Обозначения определителя матрицы А: det А, ∆А, |A|. 

Определение. Определителем матрицы размерности 1х1 называется число 

её составляющее. 
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Определение. Определителем матрицы второго порядка называется выра-

жение  .21122211
2221

1211 aaaa
aa

aa
−==∆ A  

Схема для вычисления определителя 2-го порядка 

 

Определение. Определителем матрицы третьего порядка называется выра-

жение   

.332112322311312213

322113312312332211

333231

232221

131211

aaaaaaaaa

aaaaaaaaa

aaa

aaa

aaa

−−−
−++==∆ A  

Схема для вычисления определителя 3-го порядка (правило треугольни-

ков). Три слагаемых со знаком плюс и три – со знаком минус представляют со-

бой произведения элементов матрицы, взятых по три, как указано различными 

линиями на нижеприводимых схемах.  

 

 

 

 

Свойства определителей  

Определение. Транспонированием матрицы называется операция, в ре-

зультате которой меняются местами строки и столбцы с сохранением порядка 

их следования. Транспонированная матрица А обозначается  АТ
. 

Свойство 1(о равноправности строк и столбцов). При транспонирова-

нии величина определителя сохраняется, т.е. |A|=|A
Т
|. 

Пример 4. 

 

.det130202401446490120

1046

5128

231

det

,130240201449064120

1052

4123

681

det

T
AA

A

=−=−−−++==

−=−−−++==

 

Свойство 2. Если в определителе поменять местами две строки или два 

столбца, то определитель изменит знак. 

∗∗
∗∗

=∆A

   −−−− + 















∗∗∗
∗∗∗
∗∗∗

+ 















∗∗∗
∗∗∗
∗∗∗

−−−− 
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Пример 5. .681262016012024014

7510

426

831

det =−−−++==A  

Поменяем местами 1 и 2 строки и вычислим определитель получившейся 

матрицы:   .det681424012020160126

7510

831

426
~

det AA −=−=−−−++==  

Свойство 3. Если в определителе две одинаковых строки или два одина-

ковых столбца, то он равен нулю. 

Пример 6.    

6 3 9

6 3 9 180 216 54 54 216 180 0.

2 4 10

= + + − − − =  

Свойство 4. Если в определителе есть нулевая строка (столбец) то он ра-

вен нулю. 

Пример 7.   .0

240

360

720

;0

754

931

000

==  

Свойство 5. Если строку (столбец) в определителе умножить на число λ , 

то определитель тоже умножится на число λ , т.е. общий множитель всех эле-

ментов некоторой строки (столбца) определителя можно вынести за знак опре-

делителя 

Пример 8. ( ) .141362602412153

324

152

361

3

9612

152

361
~

det −=−−−++⋅=⋅==A  

Множитель 3 из третьей строки перед вычислением был вынесен за знак опре-

делителя. 

Свойство 6. Если элементы двух строк (столбцов) определителя пропор-

циональны, то определитель равен нулю. 
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Пример 9. 

.21,011236403640112

721

984

542

альныпропорционистолбцы=−−−++=  

Свойство 7. При сложении двух определителей, различающихся только 

одной строкой (столбцом), соответствующие элементы этой строки (столбца) 

складываются.  

Пример 10. Проиллюстрируем свойство 7 на примере. 

;

102

334

241

102

031213

241

102

011

241

102

323

241

−=+−−+=−+−  

     (-2+24+0+8-12-0)+(-1+0+0+4-4)= -3+24+0+12-16; 

     18-1=17;  17=17; верно. 

Свойство 8. Если к какой-нибудь строке (столбцу) прибавить другую 

строку (столбец), умноженную на число λ , то определитель не изменится.  

Свойство 9. Определитель треугольной матрицы равен произведению эле-

ментов главной диагонали. 

Используя свойства 8 и 9 определители можно вычислять следующим об-

разом: с помощью свойства 8 привести определитель к треугольному виду и 

вычислить его, как произведение элементов главной диагонали (свойство 9).  

Пример 11. Вычислить 

213

412

531

det =A . 

Приведем матрицу к треугольному виду, используя свойство 8. Обнулим 

элементы а21 и а31, для этого вычтем из второй строки 2 первые строки, а из 

третьей строки 3 первые: 

1380

650

531
~

det

−−
−−=A . 
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Обнулим элемент а32, для этого вычтем из третьей строки вторую, умноженную 

на (-8/5):      

1 3 5

det 0 5 6

0 0 17 / 5

= − −

−

A
�

. 

Мы привели матрицу к треугольному виду, определитель которой равен произ-

ведению элементов главной диагонали:  ( ) ( )det 1 5 17 / 5 17 det= ⋅ − ⋅ − = =A A
�

. 

Свойство 10. Определитель произведения квадратных матриц одинаковой 

размерности равен произведению определителей этих матриц, т.е. 

( ) .detdetdet BABA ⋅=⋅ ×× nnnn  

Пример 12. 






 −
=

43

21
A ,     








=

25

34
B .  







 −−
=








⋅






 −
=⋅

1732

16

25

34

43

21
BA . 

.1064
43

21
det =+=

−
=A   .7158

25

34
det −=−==B   

( ) .detdet7032102
1732

16
det BABA ⋅=−=+−=

−−
=⋅  

Определение. Минором к-го порядка матрицы А называется определитель 

к-го порядка с элементами, лежащими на пересечении любых к строк и к столб-

цов матрицы А. Обозначения минора k

k

jjj

iii
M

...

...
21

21
, где kiii ...21 – выбранные строки, 

а kjjj ...21 – столбцы. 

Пример 13.  
3 4

6 5 1 4

7 1 2 3 ;

9 2 4 6

×

− 
 

= − 
 − 

A  

;1734272722711272

649

327

416

3

;38830
62

45
2

431
321

42
31

−=−−−−+−=
−

−
=−

−=−−=
−

=−

MпорядкагоМинор

MпорядкагоМинор

 Замечание. Минор (n-1)-го порядка квадратной матрицы nn×A  n-го по-

рядка будем обозначать ijM , где i – номер строки, а j – номер столбца матрицы 

не входящих в минор. 
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Пример 14. 






 −
=

61

32
А .  

Миноры первого порядка M11=6, M12=1, M21= -3, M22=2. 

Пример 15. .

121

014

321















−

−
=A   Миноры 2-го порядка: 

.781
14

21
;12120

04

31
;330

01

32

;022
21

21
;231

11

31
;462

12

32

;718
21

14
;404

11

04
;101

12

01

333231

232221

131211

−=−===+=
−

==+=
−

=

=−===+−=
−
−

==+−=
−
−

=

=−==−=−−=
−

=−=−−=
−

=

MMM

MMM

MMM

 Определение. Алгебраическим дополнением элемента aij квадратной мат-

рицы ( )ij n n
a

×
=A называется выражение  Aij = (–1)

i + j ⋅ Mij , где Mij – минор.  

Пример 16. Найдем алгебраические дополнения матрицы А из примера 14. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .22*1,33*1,11*1,66*1
22

22
12

21
21

12
11

11 =−==−−=−=−==−=
++++

AAAA

Пример 17. Найдем алгебраические дополнения матрицы А  из примера 15. 

( ) ( )

( ) .77*)1(;1212*)1(;33*)1(

;00*)1(;22*)1(;44*)1(

;77*)1(;44*)1(;11*)1(

33
33

23
32

13
31

32
23

22
22

12
21

31
13

21
12

11
11

−=−−=−=−==−=

=−==−=−=−=

=−==−−=−=−−=

+++

+++

+++

AAA

AAA

AAA

 

Свойство 11 (разложение определителя по строке или столбцу). Опреде-

литель можно разложить по любой строке или столбцу по формулам: 

∑
=

×
=

n

k
ikiknnij Aaa

1

– разложение по i-ой строке; 

∑
=

×
=

n

k
kjkjnnij Aaa

1

– разложение по j-ому столбцу, 

т.е. сумма произведений всех элементов какой-либо строки (столбца) на соот-

ветствующие им алгебраические дополнения равна значению определителя. 

Пример 18. Разложим определитель матрицы А 4-го порядка по первой строке: 



ОПРЕДЕЛИТЕЛЬ МАТРИЦЫ. МИНОРЫ И АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ДОПОЛНЕНИЯ 

11 

1 1 1 2

1 3 1 4

1 5 3 2
1 0 4 6 0 4

6 1 0 4
1*( 1) * 7 8 1 5*( 1) * 0 8 1

0 7 8 1
4 0 6 9 0 6

9 4 0 6

6 1 4 6 1 0

3*( 1) * 0 7 1 2*( 1) * 0 7 8 (48 0 0 64

9 4 6 9 4 0

0 0) 5*( 288 0 0 288 0 0) 3*(252 9 0 252 24 0)

2*(0 72 0 0 192 0) 16 2880 14

+ +

+ +

−
−

= − − + − +
−

− −
−

− −

+ − − + − − = + + − −

−

− − − − + + − − − + − + + − − −

− − + − − − =− + + 13 528 4805.+ =

  

Разложим определитель матрицы А 4-го порядка по первому столбцу 

1 1 2 1

3 1 4 1

1 5 3 2
1 0 4 5 3 2

6 1 0 4
1*( 1) * 7 8 1 6*( 1) * 7 8 1

0 7 8 1
4 0 6 4 0 6

9 4 0 6

5 3 2 5 3 2

0*( 1) * 1 0 4 9*( 1) * 1 0 4 (48 0 0 64

4 0 6 7 8 1

0 0) 6*( 240 0 12 64 0 126) 9*(0 16 84 0 160 3)

16 2508 2313 4805.

+ +

+ +

−
−

= − − + − − − +
−

− −
−

+ − − + − − = + + − −

− −

− − − − + + − − − − − − − − + =

=− + + =

 

Определитель порядка n. 

Свойство 11 является индуктивным определением определителя порядка 

n, т.е. зная определение определителя порядка (n-1), определитель порядка n 

вычисляется по одной из формул свойства 11 (см. пример 18). 

3. ОБРАТНАЯ МАТРИЦА 

Определение. Квадратные матрицы А и А-1
 называются взаимно обрат-

ными, если  А А-1 
= А-1 А = Е. 

Теорема. Обратная матрица к матрице ( )
nnija

×
=A  существует и нахо-

дится по формуле 

11 12 1 11 21 1

21 22 2 12 22 21

1 2 1 2

1 1

T

n n

n n

n n n n n n n n

A A A A A A

A A A A A A

A A A A A A

−

   
   
   = =
   ∆ ∆
      
   

A
A A

� �

� �

� � � � � � � �

� �
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(Аij – алгебраические дополнения элементов матрицы  А) тогда и только 

тогда, когда матрица А невырожденная, т.е. ∆А≠0. 

Пример 19. Дано: 






 −
=

61

32
А        Найти А-1

. 

Решение. 015312
61

32
det ≠=+=

−
=А . Следовательно, обратная матрица 

существует. Алгебраические дополнения матрицы А вычислены в примере 16.   

11 211

12 22

6 3 2 / 5 1/ 51 1
.

1 2 1/15 2 /15det 15

A A

A A

−      
= = ⋅ =     

− −    
A

A
 

Проверка: .
10

01

150

015

15

1

61

32

21

36

15

11








=








=







 −
⋅







−

⋅=⋅−
AA  

Пример 20. Дано: .

121

014

321















−

−
=A        Найти А-1

. 

Решение. ;01483241

121

014

321

≠−=++−−=
−

−
=∆A  Следовательно, об-

ратная матрица существует. Алгебраические дополнения матрицы А вычисле-

ны в примере 17. 

.

100

010

001

14

1

1400

0140

0014

121

014

321

707

1224

341

14

1

:

.

21021

767172

14372141

707

1224

341

*
14

1
*

1

1

332313

322212

312111
1

EAA

A
A

=













=






 −















−

−
−

=














−

−















−

−
−−

−
=















−
−−

−
=














−
−

−−

−
=














∆
=

−

−

Проверка

AAA

AAA

AAA

 

4. ПОНЯТИЕ ЛИНЕЙНОЙ ЗАВИСИМОСТИ. БАЗИСНЫЙ МИНОР. 

РАНГ МАТРИЦЫ 

Определение. Объекты A, B,…,C для которых определены операции сло-

жения и умножения на скаляр, называются линейно зависимыми, если найдут-

ся такие числа α, β,...,γ не все равные нулю, при которых справедливо  

равенство   α A+β B+…+γ C = 0. 
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Объекты, не являющиеся линейно зависимыми, называются линейно неза-

висимыми. 

Определение. Объект А является линейной комбинацией объектов В,…,С, 

если найдутся числа λ,...,µ такие, что А=λВ+…+µС. 

В дальнейшем будем говорить о линейной зависимости строк, столбцов 

матрицы, а также уравнений в системе. 

Теорема. Для того чтобы объекты были линейно зависимы, необходимо и 

достаточно, чтобы один из них являлся линейной комбинацией остальных. 

Доказательство этого простого, но важного утверждения предоставляем 

читателю. 

Теорема (необходимое и достаточное условие равенства нулю опреде-

лителя). Для того чтобы определитель был равен нулю, необходимо и доста-

точно, чтобы его строки (столбцы) были линейно зависимы. 

Определение. Рангом матрицы называется максимальный порядок минора 

отличного от нуля. 

Обозначение ранга матрицы А:  rgA. 

Ранг матрицы не превосходит минимума из числа строк и столбцов, т.е. 

( ) ( )nmnm ,minrg ≤×A .  

Определение. Минор максимального порядка неравный нулю называется 

базисным минором. Строки и столбцы, на пересечении которых стоит базис-

ный минор, называются базисными. 

Замечание. Базисный минор определен неоднозначно, их может быть не-

сколько. 

Теорема. Базисные строки (столбцы) матрицы линейно независимы. Лю-

бая строка (столбец) матрицы является линейной комбинацией базисных строк 

(столбцов). 
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Метод окаймляющих миноров для вычисления ранга 

1. Находим минор первого порядка  неравный нулю. 

2. Находим минор второго порядка, содержащий найденный минор первого 

порядка, отличный от нуля. 

3. И т. д. Порядок последнего ненулевого минора и будет рангом матрицы. 

Пример 21. Найти ранг, базисные минор, строки и столбцы матрицы 

.

5421

1042

6421















−−
=A  

Решение. Ранг данной матрицы меньше или равен трем, меньшей размер-

ности матрицы (количеству строк). Найдем минор первого порядка неравный 

нулю. Таким минором является любой ненулевой элемент. Возьмем например 

минор .11
1 =M  Будем искать минор второго порядка неравный нулю, содержа-

щий найденный. Минор 044
42

2121
21 =−==M  не подходит. 

880
02

4131
21 −=−==M  ненулевой минор второго порядка. Вычисляем мино-

ры третьего порядка, окаймляющие найденный минор второго порядка.  

;00161601616

421

042

421
321
321 =−+−++−=















−
=M  

.040404840

541

102

641
431
321 =++−−+=















−−
=M  

Все окаймляющие миноры третьего порядка равны нулю. Следовательно, 

ранг матрицы А равен двум. Минор 
31
21M , строки 1, 2, столбцы 1, 3 – базисные. 

Выразим оставшиеся строки и столбцы через базисные. Строка 3 – разность 

между второй и первой строкой. Второй столбец получается из первого умно-

жением на два. Четвертый столбец равен сумме первого столбца, умноженного 

на 1/2, и третьего, умноженного на 11/8.  
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5. СИСТЕМА ЛИНЕЙНЫХ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 

Определение. Система уравнений   









=+++

=+++

=+++

,

.................................................

,

,

2211

22222121

11212111

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

�

�

�

  

называется алгебраической линейной системой m уравнений с n неизвестными, 

где x1, x2… xn – неизвестные, аij – коэффициенты системы, bi – свободные чле-

ны. 

Матрица-столбец 



















=

nx

x

x

�

2

1

X  называется столбцом неизвестных. 

Матрица А=(аij)mxn, составленная из коэффициентов при неизвестных, на-

зывается основной матрицей системы. 

Матрица-столбец 



















=

nb

b

b

�

2

1

B  называется столбцом свободных членов. 

В матричном виде система уравнений записывается в виде АX=B. 

Решением системы называется совокупность чисел (x1
0
, x2

0
… xn

0
), которая 

при подстановке в систему вместо соответствующих неизвестных обращает все 

уравнения системы в тождества. 

Система может иметь либо одно решение, либо много решений, либо не 

иметь решений. 

Система называется совместной, если она имеет решение, и несовмест-

ной, если решений не имеет. 

Система, имеющая одно решение, называется определенной, а  имеющая 

много решений – неопределенной. 

Система называется квадратной, если число уравнений m равняется числу 

неизвестных n. 
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Квадратная система, у которой определитель основной матрицы неравен 

нулю, называется невырожденной. 

Система называется однородной, если все свободные члены равны нулю. 

Существует три основных способа решения линейных систем: метод Кра-

мера, матричный метод, метод Гаусса. 

Метод Крамера 

Рассмотрим систему двух уравнений с двумя неизвестными 
11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

,

.

a x a x b

a x a x b

+ =


+ =
 

Решим её методом подстановки: 

1 12 2 1 12 2
1 1

11 1 12 2 1 11 11

21 1 22 2 2 1 12 2 11 2 1 21
21 22 2 2 2

11 11 22 12 21

, ,
,

.
. .

b a x b a x
x x

a x a x b a a

a x a x b b a x a b b a
a a x b x

a a a a a

− − 
= = + =  

⇔ ⇔ ⇔  
+ = − −  + = =

  − 

 

1 12 11 121 22 12 1 1
11 1

2 22 21 2211 22 12 21

11 2 1 21 211 1 11 12
2 22

11 22 12 21 21 2 21 22

,, ,

. ,.

b a a ab a a b
xx x

b a a aa a a a

a b b a a b a a
x xx

a a a a a b a a

− ∆==  = −   ∆
⇔ ⇔  

− ∆  = ==  −  ∆ 

 

где 
11 12 1 12 11 1

1 2

21 22 2 22 21 2

, , .
a a b a a b

a a b a a b
∆ = ∆ = ∆ =  

Полученные формулы называются формулами Крамера для системы двух 

уравнений с двумя неизвестными. Данными формулами можно пользоваться, 

если главный определитель системы ∆ неравен нулю. 

Для квадратной системы любой размерности имеются аналогичные фор-

мулы.  

Формулы Крамера. Если определитель матрицы А квадратной системы 

AX=B неравен нулю, то система имеет единственное решение, которое нахо-

дится по формулам ),....1(; nix i
i =

∆

∆
= , где ∆ – определитель матрицы А, а ∆i – 

определитель, получающийся из ∆ заменой i-го столбца на столбец свободных 

членов. 
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Пример 22. Решить методом Крамера систему 




−=−
=+

.22

,53

yx

yx
 

Решение. 

;12102
22

51
;165

12

35
;761

12

31
−=−−=

−
=∆=+−=

−−
=∆−=−−=

−
=∆ yxA

.
7

12
;

7

1
=

∆

∆
=−=

∆

∆
=

AA

yx yx   Проверка   









−=−−

=
⋅

+−

.2
7

12

7

2

,5
7

123

7

1

   




−≡−
≡

.22

,55
   Верно. 

Ответ: x= -1/7; y=12/7. 

Пример 23. Решить методом Крамера систему 








=−+
=++

=++

.4234

,1023

,82

zyx

zyx

zyx

 

Решение.   

1 2 1

3 2 1 4 8 9 8 3 12 14;

4 3 2

∆ = = − + + − − + =

−

A  

;144024830832

234

1210

128

=+−−++−=
−

=∆ x
 

;2844840123220

244

1103

181

=−+−++−=
−

=∆ y
 

1 2 8

3 2 1 0 8 7 2 8 0 6 4 3 0 2 4 4 2;

4 3 4

1 4 2 8 4 2
1; 2; 3 .

1 4 1 4 1 4

z

yx zx y z

∆ = = + + − − − =

∆∆ ∆
= = = = = = = = =

∆ ∆ ∆

 

Ответ: x=1; y=2; z=3. 

Матричный метод 

Рассмотрим невырожденную квадратную систему AX=B. Умножим ле-

вую и правую часть системы слева на обратную матрицу А-1
:    

BAXBAEXBAAXA
1111 −−−− =⇔=⇔= . Последняя формула представляет 

собой решение системы. 
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Пример 24. Решить матричным способом систему 




=+
=−

.156

,032

yx

yx
 

Решение. .
15

0
;;

61

32








=








=







 −
= BXA

y

x
 Обратная матрица А-1

 найдена в 

примере 19: .
21

36

15

11








−

=−
A  .

2

3

30

45

15

1

15

0

21

36

15

11








=








=
















−

=⋅=







= −

BAX
y

x
 

Ответ: x=3, y=2. 

Пример 25. Решить матричным способом систему 
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Обратная матрица А-1
 найдена в примере 20:   
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Ответ: x=1, y=1, z=1. 

Метод Гаусса 

Элементарные преобразования над уравнениями системы, строками 

и столбцами матрицы 

Первое преобразование. Перестановка двух уравнений (строк, столбцов). 

Второе преобразование. Умножение уравнения (строки, столбца) на чис-

ло отличное от нуля. 

Третье преобразование. Прибавление к одному уравнению (строке, 

столбцу) другого уравнения (строки, столбца) умноженного на константу.  

Теорема.  Элементарные преобразования над строками и столбцами не 

меняют ранга матрицы. 

Теорема. Ранг треугольной матрицы равен количеству ненулевых строк. 
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Матрицу (А|B) называют расширенной матрицей системы AX=B.  

Теорема. В результате элементарных преобразований над строками и 

первого преобразования над столбцами расширенной матрицы получается мат-

рица, которой соответствует система, имеющая такие же решения, что и исход-

ная система. 

Теорема. С помощью элементарных преобразований над строками и 

первого преобразования над столбцами расширенной матрицы ее можно при-

вести к одному из трех видов. 

1) (E|C), где Е– единичная матрица. В этом случае система имеет един-

ственное решение. 

2) 







SO

CT
, где Т– верхняя треугольная матрица, O – нулевая матрица, S 

– столбец из ненулевых элементов. В этом случае система решений не 

имеет (несовместна). 

3) ( )CFE . В этом случае система имеет бесконечно много решений 

(неопределена). Переменные, соответствующие столбцам матрицы, 

стоящим слева от пунктирной линии, называются зависимыми, а 

стоящие справа – независимыми. Цель –– выразить зависимые пере-

менные через независимые. 

Теорема Кронекера-Капелли 

 Система АХ=В совместна тогда и только тогда, когда ранг расширенной 

матрицы (А|B) равен рангу А, т.е. rg(A|B)  = rgA.  

Доказательство. 

Из предыдущей теоремы следует, что в случаях 1 и 3, когда система имеет 

единственное решение или бесконечно много, ранг расширенной матрицы ра-

вен рангу основной матрицы. Действительно, rg(E|C)=rg(E) и 

( ) ( )FECFE rgrg = . В случае 2, когда система решений не имеет, ранг рас-

ширенной матрицы больше ранга основной матрицы, 







>








O

T

SO

CT
rgrg . 
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Отметим, что в случае, когда система имеет единственное решение, её 

ранг равен количеству неизвестных, а в случае бесконечного числа решений 

ранг системы меньше числа неизвестных и равен количеству зависимых пере-

менных. 

Пример 26. Решить методом Гаусса систему 



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Решение. Выпишем расширенную матрицу и с помощью элементарных 

преобразований над строками приведем ее к треугольному виду. При обнуле-

нии следует придерживаться следующих правил. Если возможно, сделать эле-

мент а11 равным единице с помощью перестановки строк. Затем обнуляем эле-

менты ниже диагонали в первом столбце, путем вычитания из строк первой 

строки, умноженной на константу. После этого обнуляем элементы ниже диа-

гонали во втором столбце, путем вычитания второй строки, умноженной на 

константу. И.т.д. пока не приведем матрицу к треугольному виду. Преобразо-

вания, совершаемые над матрицей, будем писать над и под знаком эквивалент-

ности. Например, (2)-2*(1) обозначает: из второй строки вычесть первую стро-

ку, умноженную на 2; [1]↔[2] обозначает: поменять местами первый и второй 

столбец. Руководствуясь выше сказанным, приведем нашу матрицу к треуголь-

ному виду: 
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Далее обнулим элементы выше главной диагонали. Сначала обнулим эле-

менты выше диагонали последнего столбца с помощью прибавления последней 

строки, умноженной на константу, к другим строкам. Затем обнуляются эле-

менты предпоследнего столбца с помощью предпоследней строки. И.т.д. пока 

не приведем матрицу к диагональному виду с приписанным столбцом. Далее, 
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деля строки на соответствующие диагональные элементы, получим единичную 

матрицу с приписанным столбцом свободных членов, что соответствует слу-

чаю единственного решения. Согласно теореме Кронекера-Капелли ранг рас-

ширенной матрицы и ранг главной матрицы системы равны трем (количеству 

неизвестных). 
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Ответ: x=1, y=1, z=1. 

Пример 27. Решить методом Гаусса систему 
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Решение.  
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Третьей строке последней матрице соответствует уравнение 0=7, которое ре-

шений не имеет. Следовательно, и система решений не имеет.  

Отметим, что несовместность системы следует и из теоремы Кронекера-

Капелли. Действительно, ранг главной матрицы системы два не равен трем, 

рангу расширенной матрицы.  

Ответ: решений нет. 

Пример 28. Решить методом Гаусса систему 
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Решение. 
(2) 2(1)

(3) 3(1)

1 2 1 1 1 1 2 1 1 1

2 4 3 0 5 ~ 0 0 1 2 3

3 6 5 1 9 0 0 2 4 6
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. 
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Диагональный элемент а22 в процессе преобразований оказался равным нулю, 

чего быть не должно. Чтобы сделать его ненулевым возникает необходимость 

поменять местами столбцы. Мы поменяем местами столбцы 2 и 3, что соответ-

ствует перемене местами неизвестных x2 и x3 в системе уравнений. 

.
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В результате преобразований получилась нулевая строка, которой соответству-

ет тождественное равенство 0=0, и поэтому она вычеркивается и в дальнейшем 

не рассматривается. В получившейся трапециевидной матрице пунктирной ли-

нией отделяем слева квадратную матрицу и приводим её к единичной. 

.
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Система привелась к случаю бесконечного множества решений. Переменные x1 

и x3, стоящие слева от пунктирной линии, являются зависимыми, а x2 и x4 – не-

зависимыми. Выразим зависимые переменные через независимые. Для этого 

выпишем систему, соответствующую последней матрице: 
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Итак, система имеет бесконечно много решений, которые задаются по-

следними формулами. Полученное решение называется общим решением сис-

темы. Укажем одно из частных решений системы, для этого положим x2 и x4 

равными чему-нибудь произвольным образом, а x1 и x3 вычислим по формулам: 

x2=0,  x4=0, x1= -2, x3=3– частное решение системы. 

Поиск обратной матрицы с помощью метода Гаусса 

Укажем отличный от ранее предложенного способ поиска обратной мат-

рицы. К исходной матрице справа припишем единичную матрицу. Матрицу 

(А|E) с помощью элементарных преобразований над строками приведем к виду 

(E|B). Получившаяся матрица В  и будет обратной к матрице А. 
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Пример 29. Найти матрицу обратную к матрице .
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6. ОДНОРОДНАЯ СИСТЕМА ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 

Определение. Линейное уравнение называется однородным, если его сво-

бодный член равен нулю. Система уравнений называется однородной, если она 

состоит только из однородных уравнений, т.е. имеет вид 
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Однородная система всегда имеет решение: 0...21 ==== nxxx , которое 

называется нулевым. Кроме того, существуют условия, при которых однород-

ные системы имеют множество ненулевых решений. 

Из теоремы Кронекера-Капелли вытекают следствия. 



ОДНОРОДНАЯ СИСТЕМА ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 

24 

Следствие 1. Для того чтобы система линейных однородных уравнений 

имела множество ненулевых решений, необходимо и достаточно, чтобы ранг 

основной матрицы системы был меньше числа неизвестных (rgA < n). 

Следствие 2. Любая система линейных однородных уравнений, в которой 

число уравнений меньше числа неизвестных (m < n), имеет множество ненуле-

вых решений. 

Следствие 3. Для того чтобы квадратная система однородных уравнений 

(m = n), имела ненулевое решение, необходимо и достаточно, чтобы определи-

тель системы был равен нулю. 

Следствие 4. Система линейных однородных уравнений имеет k=n-rgA  

линейно независимых частных решений: X1, X2,…Xk,  которые называются 

фундаментальной системой решений (ФСР). Любое решение однородной сис-

темы является линейной комбинацией ФСР. 

Определение. Общим решением системы линейных однородных уравне-

ний называется линейная комбинация ФСР, т. е. X=c1X1 + c2X2 +…+ ckXk, где 

 c1 , c2,..., ck произвольные постоянные. 

 Пример 30.  Имеют ли данные системы множество ненулевых решений? 

)a

4 8 4 0,

2 4 2 0,

2 0.

x y z

x y z

x y z

− + + =


− − =
− + + =

)b

2 0,

3 2 0,

2 3 0.

x y z

x y z

x y z

− + − =


− + =
 + − =

 

Решение. Вычисляем определители систем: 

 )a 0

121

242

484

=

−

−−

−

=∆ . )b ∆ = .6

321

213

112

=

−

−

−−

 

Ответ: ) 0,a ∆ =  система имеет множество ненулевых решений; ) 6,b ∆ =  

система имеет только нулевое решение. 

Пример 31. Найти значение параметра a при котором система имеет мно-

жество  решений.  
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a) 

2 0,

3 2 0,

2 3 0.

x ay z

x y z

x y z

− + − =


− + =
 + − =

 b) 

2 0,

3 2 0,

2 3 0.

x ay z

x y az

x y z

− + − =


− + =
 + − =

  c) 

2 0,

2 0,

sin 2 0.

x y z

x y z

ax y z

− + − =


− + =
 + − =

 

Решение: )a  ∆=

321

213

12

−

−

−− a

=0  ⇒   -5+11a=0   ⇒  .
11

5
=a  

)b  ∆= 0

321

213

12

=

−

−

−−

a

a

  ⇒  013172 2 =−+ aa  ⇒  .
4

39317 ±−
=a  

)c     0

12sin

211

112

=

−

−

−−

=∆

a

  ⇒   sina=0    ⇒  a=kπ , k= ,...2,1,0 ±±  

 Ответ: a) ;
11

5
=a  b) ;

4

39317 ±−
=a  c) a=kπ , k= ,...2,1,0 ±±  

Правило нахождения фундаментальной системы решений 

1. Решаем однородную систему методом Гаусса. Количество зависимых пере-

менных равно рангу системы rgA, а количество независимых k=n-rgA. 

2. Находим ФСР, содержащую k=n-rgA решений X1, X2,…Xk. Для этого после-

довательно полагаем одну из независимых переменных равной единице, а 

остальные независимые переменные равными нулю. 

3. Общее решение системы X является линейной комбинацией ФСР: 

 X=c1X1 + c1X2 +…+ c1Xk. 

Пример 32: Решить однородную систему 













=+++−

=++++

=+++

=+++−

.02343

,0243

,0952

,043

54321

54321

5431

54321

xxxxx

xxxxx

xxxx

xxxxx

 

Решение: 1) Решим систему методом Гаусса, столбец свободных членов 

не пишем, т.к. он равен нулю. 
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.

21100

5.00010

5.47001

~

21100

10020

914002

21100

10020

57011

21100

11120

14311

00000

21100

11120

14311

11120

10020

11120

14311

23431

24311

19502

14311

~

~~~

~~~

2/)1(

2/)2(

)2()1(*2)3(*3)1(

)3()2(

)2()3(

)2()4(

)1(*2)2(

)1()4(
)1()3(















−

−















−

−















−

−−















−
−−

−

















−
−−

−

















−−

−−
−

















−

−

=

+−

+

−

+

−

−
−

A

Решение системы имеет вид 









+−=

=

−=

.2

,5.0

,5.47

543

52

541

xxx

xx

xxx

. 

Переменные  x1,  x2,  x3  зависимые (их количество равно рангу системы, 

т.е. трем), а  x4, x5  независимые. 

2) Найдем фундаментальную систему решений. Для этого полагаем одну 

свободную переменную равной 1, а другую 0. 

Пусть x4 = 1, x5 = 0, тогда из формул следует  x1 = 7, x2 = 0,  x3 = -1. 





















−=

0

1

1

0

7

1X  – первое частное решение. 

Пусть x4 = 0, x5 = 1, тогда из формул следует  x1 = - 4.5, x2 = 0.5,  x3 = 2. 



















−

=

0

1

2

5.0

5.4

2X  – второе частное решение. 

Решения X1 и X2 образуют ФСР. 

3) Общее решение системы выражается через ФСР:  



ОДНОРОДНАЯ СИСТЕМА ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 

27 



















−

+





















−=+=

0

1

2

5.0

5.4

0

1

1

0

7

212221 cccc XXX ,  

где c1 и c2 произвольные постоянные. 

7. СОБСТВЕННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ И ВЕКТОРЫ МАТРИЦЫ 

Определение. Число λ называется собственным значением квадратной мат-

рицы A, если существует ненулевой вектор-столбец X такой, что АX=λX. При 

этом вектор X называется собственным вектором матрицы A. 

Уравнение АX=λX эквивалентно уравнению (А – λE)X=0. Это однородная 

система линейных уравнений, нетривиальные решения которой являются ис-

комыми собственными векторами. 

Как было отмечено ранее, однородная система имеет нетривиальные ре-

шения только тогда, когда ее определитель det(А – λE) = 0.  

Определение. Уравнение det(А – λE) = 0 называется характеристическим, 

его решения являются собственными значениями матрицы. 

Свойства собственных значений и собственных векторов 

1) Определитель матрицы равен произведению собственных значений с 

учетом кратных и комплексных значений. 

2) Собственные векторы соответствующие различным собственным зна-

чениям линейно независимы. 

Пример 33. Найти собственные значения и собственные векторы матрицы 









−

−
=

14

23
A . 

Решение. Собственные значения матрицы найдем из характеристического 

уравнения  

( )( )

.1,5

05408130
14

23
0)det(

21

2

−=λ=λ

⇔=−λ−λ⇔=−λ−λ−⇔=
λ−−

−λ−
⇔=λ− EA
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Найдем собственный вектор, соответствующий λ1=5: 





=−−

=−−
⇔=
















−−

−−
⇔=λ−

.044

,022
0

514

253
0)(

21

21

2

1
1

xx

xx

x

x
XEA  

Второе уравнение системы получается из первого умножением на 2, поэтому 

его отбрасываем (так должно получаться всегда), в первом уравнении x1 пола-

гаем равным с1 и выражаем x2, окончательно получаем  x1=с1, x2= – с1. 

Собственный вектор  







−

=
1

1
11 cX . 

Аналогично находим второй собственный вектор 






=
2

1
22 cX .  

Как видим, собственные векторы определены неоднозначно, с точностью 

до умножения на константу. 

Найденные собственные векторы линейно независимы, т.к. их координаты 

не пропорциональны, что соответствует второму свойству. 

)1(5583
14

23
21 −⋅=λ⋅λ=−=−=

−
−

=∆A , что соответствует первому 

свойству. 

Пример 34. Найти собственные значения и собственные векторы матрицы 









−

=
12

13
A . 

Решение. Собственные значения матрицы найдем из характеристического 

уравнения  

( )( )

.2,2

05402130
12

13
0)det(

21

2

ii −=λ+=λ

⇔=+λ−λ⇔=+λ−λ−⇔=
λ−−

λ−
⇔=λ− EA

 

Собственные значения комплексные, следовательно, собственные векторы 

также комплексные. 

Найдем собственный вектор, соответствующий λ1=2+i: 





=−−+−

=+−
⇔=
















−−−

−−
⇔=λ−

.0)1(2

,0)1(
0

212

123
0)(

21

21

2

1
1

xix

xxi

x

x

i

i
XEA  
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Второе уравнение системы получается из первого умножением на (–1– i ), по-

этому его отбрасываем, в первом уравнении x1 полагаем равным с1 и выражаем 

x2, окончательно получаем  x1=с1, x2= (i – 1)с1. 

Собственный вектор  







−

=
1

1
11 i

cX . 

Аналогично находим второй собственный вектор 







−−

=
i

c
1

1
22X .  

Пример 35. Найти собственные значения и собственные векторы матрицы 















−

−−
=

112

014

211

A . 

Решение. Собственные значения матрицы найдем из характеристического 

уравнения  

( )( ) .1,10110

112

014

211

0)det( 32,1
2 =λ−=λ⇔=λ+−λ⇔=

λ−−
λ−

−λ−−
⇔=λ− EA

Найдем собственный вектор, соответствующий λ1,2 = -1: 









=+

=+

=−

⇔=
+−

+
−+−

⇔=λ−

02

,024

,02

0

1112

0114

2111

0)(

21

21

32

2,1

xx

xx

xx

XEA  

Второе уравнение системы получается из третьего умножением на 2, поэтому 

его отбрасываем, полагаем  x2  равным с1, из первого уравнения выражаем x3, а 

из третьего x1, окончательно получаем  x1= – с1/2, x2= с1, x3= с1/2. 

Собственный вектор  












−
=

2/1

1

2/1

11 cX . 

Аналогично находим второй собственный вектор, соответствующий λ3 = 1, 














=

1

2

0

12 cX . 
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8. УПРАЖНЕНИЯ 

Даны матрицы: ( ) ;
01

01
;

86

37
;

40

31
;

4

3
;21 








=







−
=







−
=








=−= EFCBA  

( ) .

133

013

612

;

512

309

531

;

3

8

1

;152;
411

972














−=














−
−

=













==







−
= MLKHG  

Вычислить: 1) C+F; 2) L+M; 3) 2B-3A; 4) 4L+5M; 5) АB; BA; 6) AC; CA; 

7) BC; CB; 8) CF; FC; 9) ВF; FB; 10) AE; EC; 11) FG; GF; 12) BG; GB;  

13) AG; GB; 14) GK; KG; 15) HK; KL; 16) HL; LH;  17) KM; MK; 18) LM; 

ML; 19) (2C- 6F)B;  20) BAC; 21) (3M- 5L)KH; 22) A(3C+F)B. 

Вычислить определители второго порядка: 

23) ;
42

31

−
 24) ;

30

24

−
−

 25) ;
cossin

sincos

αα
αα

  

Вычислить определители третьего порядка, используя правило треуголь-

ников: 26) 

650

431

321

−− ; 27) 

987

654

321

; 28) 

131

402

111−
; 

29) Вычислите определитель из примера 26, раскладывая его по первой 

строке. 

30) Вычислите определитель из примера 27, раскладывая его по третьей 

строке. 

31) Вычислите определитель из примера 28, раскладывая его по второму 

столбцу. 

Используя свойства определителей вычислите 32) 
20

10
; 33) 

824

631

412

− . 

Вычислите определитель, раскладывая его по строке или столбцу  

34) 

3020

1121

1523

2621

−
; 35) 

1431

1243

1132

1120

−

−

. 

36) С помощью свойств определителя приведите определители из приме-

ров 34 и 35 к треугольному виду и вычислите их. 

37) Вычислите все миноры 1, 2, 3-го порядка матрицы 















−
−

−
=

3412

3124

1312

A . 

38) Вычислите ранг матрицы А из примера 37. 
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 Методом окаймляющих миноров вычислите ранг матрицы: 

39) 



















−

=

431

531

321

210

B ; 40) ;

8300

4021

4321














−=G  

 Вычислите обратные матрицы к матрицам: а) с помощью алгебраических 

дополнений; б) с помощью метода Гаусса 

41) 







=

15

43
A ; 42) 








−
−

=
53

21
H ; 43) 














−=

101

242

321

S ; 44)














−
=

122

113

241

P ; 

Решить системы:  а) методом Крамера; б) матричным методом; в) мето-

дом Гаусса 

45) 




=+
=−
.3

,123

yx

yx
  46) 





=+
−=+

.642

,14

yx

yx
 47) 





=−
−=+

.105

,13

xy

yx
 48) 





=++
=−+−

.032

,01

yx

yx
 

49)








=+
=++

=−+

.2

,53

,032

zx

zyx

zyx

50)








=+−
=−+

=+−

.02

,823

,22

zyx

zyx

zyx

51)








−=+−
=+−

=−+

.3

,02

,4

xyz

zxy

zyx

52)








=+−
=−

=+−

.1234

,32

,23

zyx

yx

zyx

 

Проверить совместность и решить системы методом Гаусса 

53) 








=−+
=−+
−=++

.323

,232

,12

zyx

zyx

zyx

 54)








−=−+−
=−+

=−+

.22

,223

,42

zyx

zyx

zyx

 55)








=−+
=−+

−=+−+

.3232

,232

,12

wzy

wyx

wzyx

 

56) 









−=−−
=+−+−
−=−+−

=−−−

.4544

,32

,232

,132

wyx

wzyx

wzyx

wzyx

 57) 









=++
=−+−

=+−
−=−+

.323

,23

,132

,22

zyx

zyx

zyx

zyx

 58)




−=+++

=+−+

.2342

,122

5421

5321

xxxx

xxxx
 

Найти значение параметра а, при котором система имеет ненулевое решение 

59)

4 2 0,

3 2 5 0,

2 3 0.

x ay z

x y z

x y z

− + =


− − =
− + + =

60)

2 3 0,

2 5 7 0,

3 0.

x y z

x y z

x y az

− + =


− + − =
 + + =

61)

5 2 0,

3 0,

6 4 0.

x y z

ax y z

x y z

− + − =


− + =
 + + =

62)

3 0,

2 3 0,

3 4 0.

x y z

x ay z

x y z

− − + =


+ − =
 − + =

 

 Найти фундаментальную систему решений и общее решение систем урав-

нений 

63)

3 3 7 0,

2 0,

2 5 8 0.

x y z

x y z

x y z

+ + =


− + + =
 + + =

64)

2 2 4 0,

2 0,

4 4 8 0.

x y z

x y z

x y z

− + − =


− + − =
 − + =

65)

3 2 0,

2 0,

2 5 7 0.

x y z

x y z

x y z

− + − =


− − =
 + + =

66)

2 3 4 0,

4 0,

6 11 0.

x y z

x y z

x y z

+ − =


+ + =
− + + =
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Найти собственные значения и векторы матриц 

67)
2 1

3 4

 
=  
 

A ; 68)
1 1

4 1

− 
=  

− 
A ; 69)

1 1

2 3

 
=  

− 
A ; 70)

1 3

3 1

− 
=  
 

A ; 

71)

1 1 1

1 1 1

2 1 0

− 
 

= − 
 − 

S ; 72)

1 1 1

1 1 1

0 1 2

− 
 

= − 
 − 

S ; 73)
1 1 1

1 1 0

3 0 1

− − 
 

=  
 
 

S ; 74)

2 2 1

1 0 2

2 1 1

− 
 

=  
 − − 

S . 
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