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ДВОЙНОЙ ИНТЕГРАЛ 

1.1. Определение, геометрический смысл и свойства двойного интеграла. 

 
Рассмотрим в плоскости Оху замкнутую область D, ограниченную непрерывной 

кривой L (рис. 1). Пусть в D задана непрерывная функция двух переменных 

z=f(x,y). Т.к. координаты (x,y) определяют некоторую точку Р в области D, то 

функцию z=f(x,y) можно считать заданной в точках P D∈ , т.е. z=f(P). Разобьём 

область D на n элементарных площадок: ∆S1, ∆S2, ∆S3, ..., ∆Sn. В каждой из 

площадок выберем точку Рi, тогда значение функции в каждой такой точке будет 

равно f(Pi). Составим интегральную сумму для функции f(x,y) в области D: 

Vn=f(P1)∆S1+f(P2)∆S2+...+f(Pn)∆Sn = 
1

n

i=
∑ f(Pi)∆Si       (*) 

Если f(P) ≥ 0 в области D, то каждое слагаемое f(Pi)∆Si представляет собой объём 

малого цилиндра, основание которого есть ∆Si, а высота f(Pi). Сумма Vn есть 

сумма объёмов элементарных цилиндров (рис.2). Предположим, что при n→∞ 

максимальный диаметр площадок ∆Si стремится к 0. 

Теорема1. Если функция f(x,y) непрерывна в замкнутой области D, то 

существует предел последовательности интегральных сумм (*), если 

максимальный диаметр площадок ∆Si стремится к нулю при n→∞. Этот предел, 

не зависящий ни от способа разбиения области D на площадки ∆Si, ни от выбора 

 
рис. 1 

 
рис.2 
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точек Pi внутри площадок ∆Si, называется двойным интегралом от функции f(x,y) 

по области D и обозначается ( )
D

f P dS∫∫  или ( , )
D

f x y dx dy∫∫ .  

Т.о. можно записать, 
1

( ) ( , )lim
n

i i
n i D

f P S f x y dxdy
→∞ =

∆ =∑ ∫∫ . Область D - 

называется областью интегрирования, а dS dxdy=  - дифференциалом площади в 

декартовой прямоугольной системе координат. 

 

Геометрический смысл двойного интеграла. Если f(x,y) ≥0, то двойной 

интеграл от функции f(x,y) по области D равен объёму тела, ограниченного 

поверхностью z = f(x,y), плоскостью z=0 и цилиндрической поверхностью, 

образующие которой параллельны оси Oz, а направляющей служит граница 

области D (рис 3). 

 

    

Cвойства двойного интеграла. 

 

1. Двойной интеграл от суммы двух 

непрерывных функций f1(х,у) и f2(х,у) по 

области D равен сумме двух двойных 

интегралов по области D от каждой из этих 

функций в отдельности: 

 

              1 2 1 2( ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
D D D

f x y f x y dxdy f x y dxdy f x y dxdy+ = +∫∫ ∫∫ ∫∫ . 

                                                                                            
2. Постоянный множитель можно выносить за знак двойного интеграла, т.е., 

если λ=const, то 

               ( , ) ( , )
D D

f x y dxdy f x y dxdyλ λ=∫∫ ∫∫ . 

3. Если область D разбить на две области D1 и D2 без общих внутренних точек, 

то двойной интеграл по области D равен сумме интегралов по D1 и D2 

 рис.3 
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1 2

( , ) ( , ) ( , )
D D D

f x y dxdy f x y dxdy f x y dxdy= +∫∫ ∫∫ ∫∫ . 

 

1.2. Повторный интеграл и его вычисление.  

Введем понятие правильной области в направлении оси Oy. Пусть в 

плоскости Oxy задана замкнутая область D,ограниченная линиями у=φ(х), 

у=ψ(х), х=а, х=b, причём φ(х)≤ψ(х), а≤b, а функции φ(х), ψ(х) непрерывны на 

отрезке (а,b), и любая прямая, проведённая через область D параллельно оси 

Oy, пересекает границу области в двух точках (рис. 4). Такая область D 

называется правильной в направлении оси Оy. Аналогично область D будет 

правильной в направлении оси Оx, если она ограничена линиями x=h(y), 

x=g(y), y=c, y=d, причём h(y)≤g(y), а функции h(y), g(y) непрерывны на отрезке 

(с,d), и любая прямая, проведённая через область D, параллельно оси ОХ, 

пересекает границу области в двух точках (рис.5). 

 
Определение. Если функция f(x,y) непрерывна в правильной в направлении 

оси Oy области D (рис. 4), то выражение 
( )

( )

( , )
xb

a x

I dx f x y dy
ψ

ϕ

= ∫ ∫  называется 

двукратным (повторным) интегралом от функции f(x,y) по области D.  

Отметим, что сначала вычисляется внутренний интеграл, причём 

интегрирование производится по переменной у, а х считается постоянной. В 

y 

x 

d

c 

x=h(y) x=g(y) 

 
рис.5 рис.4 
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результате получим непрерывную функцию от х: 
( )

( )

( ) ( , )
x

x

F x f x y dy
ψ

ϕ

= ∫ . Далее 

вычисляется внешний интеграл ( )
b

a

I F x dx= ∫ . 

Пример 1. Вычислить двукратный интеграл 
21

0 0

( )
x

dx x y dy+∫ ∫ . 

1. Вычислим сначала внутренний интеграл 
2

2 2 4
3

0 0

( ) ( ) ( )
2 2

x
x y xF x x y dy xy x= + = + = +∫ . 

2. Вычислим теперь внешний интеграл 
1 4 4 5

13
0

0

1 1 9( ) ( )
2 4 5 4 5 20
x x xI x dx= + = + = + =∫ .  

Аналогично вводится понятие повторного интеграла по правильной в 

направлении оси Ox области D: 
( )

( )

( , )
g yd

c h y

I dx f x y dy= ∫ ∫  (рис. 5). 

 
1.3. Вычисление двойного интеграла путем сведения его к повторному. 

 
1. Изображаем область D в координатной плоскости Оxy. 

2. Определяем в направлении какой оси область D является правильной. 

3. От двойного интеграла переходим к повторному интегралу, расставляя 

пределы интегрирования. 

4. Вычисляем повторный интеграл. 

 

Если область D правильная в направлении оси Оy, то двойной интеграл 

перейдёт в повторный интеграл следующего вида: 

      
( )

( )

( , ) ( , )
xb

D a x

f x y dxdy dx f x y dy
ϕ

ψ

=∫∫ ∫ ∫ .             (1.1) 

Для того чтобы правильно расставить пределы интегрирования во внутреннем 

интеграле, проведём через область D прямую параллельную оси Оy. Нижняя 
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граница, которую пересечёт прямая, будет нижним пределом интегрирования 

у=φ(х), а верхняя граница области D, из которой выйдет прямая, будет верхним 

пределом интегрирования у=ψ(х). Пределы интегрирования во внутреннем 

интеграле – это линии, заданные функциями, зависящими от х. Пределы 

интегрирования во внешнем интеграле находятся как пределы изменения границы 

области D вдоль оси Оx. Пределами интегрирования во внешнем интеграле 

являются числа. 

Если область D правильная в направлении оси ОХ, то двойной интеграл 

перейдёт в повторный интеграл такого вида: 

   
( )

( )

( , ) ( , )
g yd

D c h y

f x y dxdy dy f x y dy=∫∫ ∫ ∫       (1.2) 

Для того чтобы правильно расставить пределы интегрирования во внутреннем 

интеграле, проведём прямую через область D параллельно оси Оx. Нижняя 

граница, которую пересечёт прямая, будет нижним пределом интегрирования 

x=h(y), а верхняя граница области D, из которой выйдет прямая будет верхним 

пределом интегрирования x=g(y). Пределы интегрирования во внутреннем 

интеграле это - линии, заданные функциями, зависящими от y. Пределы 

интегрирования во внешнем интеграле находятся как пределы изменения границы 

области D вдоль оси Оy. Пределами интегрирования во внешнем интеграле 

являются числа. 

Примечание. Если область D не является правильной ни в каком направлении, 

то её надо разбить на правильные области. Тогда исходный двойной интеграл 

будет суммой двойных интегралов по этим правильным областям. Если область D 

является правильной в направлении обеих осей (тогда она называется просто 

правильной областью), то первым выбирается то направление интегрирования, 

которое позволяет избежать разбиения интеграла на два или более повторных. 

Пример 2. Вычислить двойной интеграл от функции f(x,y)=1+х+у по области 

D, ограниченной линиями: у=-х, x y= , у=2. 

Имеем 

  ( , ) (1 )
D D

f x y dxdy x y dxdy= + +∫∫ ∫∫ . 
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Решение. Нарисуем область D (рис.6). 

Область D является правильной. Однако удобнее сначала интегрировать по 

переменной х. считая область правильной в направлении оси ОХ. Проведём 

прямую через область D, параллельно оси ОХ, левая граница области D, которую 

пересечёт прямая: х=-у, а правая граница x y= . Область D вдоль оси ОУ будет 

меняться от 0 до 2. От двойного интеграла перейдём к повторному: 

2 2 2 1 32 2
22 2

0 0 0

3 5
2 1 3 2 2 32 2 22 2

0
0

(1 ) ( ) [( ) ( )]
2 2 2

3 2 3 2 44 2 13( ) ( ) .
2 2 3 4 5 6 15 3

y
y

y
y

x y ydy x y dx x yx dy y y y y dy

y y y y yy y y dy

−
−

+ + = + + = + + − − + − =

= + + + = + + + = +

∫ ∫ ∫ ∫

∫

 

Отметим, что если бы мы, считая область правильной в направлении оси Oy, 

сначала интегрировали по переменной y, то область D пришлось бы разбить 

прямой x=0 на две подобласти, т.к. нижняя граница области D представляет собой 

кусочно-гладкую кривую, состыкованную из двух различных линий: y=-x и y=x2. 

Пример 3. Вычислить двойной интеграл: 2 2(4 )
D

x y dxdy− −∫∫ , если область 

D ограничена прямыми линиями х=0, х=1, у=0 и у=3/2. 

Решение. Поскольку правильная область D представляет собой 

прямоугольник, то интегрирование в повторном интеграле можно проводить в 

любой очередности. 

2 

y x= −  

x y=

y 

x 

рис.6 

0
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3 3
1 32 2

12 2 2 2 2
0

0 0 0

3
32 3

2 2
0

0

(4 ) (4 ) (4 )
3

1 35(4 ) (4 ) ,
3 3 3 8

D

xI x y dxdy dy x y dx x y x dy

y yy dy y

= − − = − − = − − =

= − − = − − =

∫∫ ∫ ∫ ∫

∫

 

3
1 1 32 3

2 2 2 2 2 2
0

0 0 0

1
12 3
0

0

или (4 ) (4 ) (4 )
3

3 9 1 9 35(6 ) (6 ) .
2 8 2 8 8

D

yI x y dxdy dx x y dy y yx dx

x dx y x x

= − − = − − = − − =

= − − = − − =

∫∫ ∫ ∫ ∫

∫

 

Пример 4. Вычислить двойной интеграл ( 1)
D

x y dxdy− +∫∫ , где область D 

ограничена прямыми линиями у=х, у=2х, х=0 и х=1. 

Решение. Сделаем рисунок области D (рис.7), Область D – является 

правильной, но предпочтительнее (почему?) интегрирование сначала проводить в 

направлении оси ОУ, поэтому 
1 2

0

( 1) ( 1)
x

D x

x y dxdy dx x y dy− + = − +∫∫ ∫ ∫ . 

Вычислим внутренний интеграл: 
2 2 2

2( 1) ( )
2 2

x
x

x
x

y xx y dy xy y x− + = − + = −∫ . 

Вычислим внешний интеграл: 
1 2 2 3

1

0
0

1 1 1( ) ( )
2 2 6 2 6 3
x x xx dx− = − = − =∫ . 

Пример 5. Вычислить двойной интеграл 

D

хуdxdy∫∫ , где область D задается неравенством 

2 24 4x y+ ≤ .  

Решение. Построим область D, расположенную внутри эллипса (рис.8). 

Сначала будем интегрировать, например, по переменной х и найдём пределы для 

внутреннего интеграла: 21 4
2

x y= − −  и 21 4
2

x y= − . Пределы для внешнего 

интеграла найдём как ординаты самой нижней и самой верхней точек области D: 

y=x 
y 

x 

y=2x 

1 

рис.7 

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com
http://www.pdffactory.com


 9 

у=-2 и у=2. Перейдём теперь от двойного интеграла к повторному: 

D

хуdxdy∫∫ =
2

2

1 42 2

12 4
2

y

y

ydy xdx
−

−

− −

∫ ∫ =
2

2

0 0ydy
−

⋅ =∫ . Процедура вычисления двойного интеграла 

мало изменится, если интегрирование вначале проводить по переменной y, а 

потом по x (почему?). 

 
 

Пример 6. Вычислить двойной интеграл 
D

хуdxdy∫∫ , где область D, 

ограничена прямой 4y x= −  и параболой 2 2y x= . 

Решение. Построим область D (рис.9), которая является правильной в 

направлении обеих осей, но интегрирование рационально проводить сначала в 

направлении оси ОХ (почему?). От двойного интеграла переходим к повторному: 

D

хуdxdy∫∫ =
2

2

444 4 42 4
2

12 2 2
22

1 [( 4) ]
2 2 4

yy

y
y

x yydy xdx ydy y y dy
++

− − −

= = + −∫ ∫ ∫ ∫ =
4 5

3 2

2

1 8 16 )
2 4

yy y y dy
−

+ + − =∫  

=
4 3 6

42
2

1 8( 8 ) 90
2 4 3 24

y y yy
−

+ + − = . 

 

1.4. Изменение порядка интегрирования в повторном интеграле.  

Переход от одного вида повторного интеграла (1.1) к другому (1.2) и, 

наоборот, называется изменением порядка интегрирования в интеграле:  

рис.8 рис.9 

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com
http://www.pdffactory.com


 10 

(x) g(y)b d

a (x ) c h(y)

dx f (x, y)dy dy f (x, y)dx
ψ

ϕ

=∫ ∫ ∫ ∫ . 

Пример 7. Изменить порядок интегрирования в интеграле 
2

2 4

2 x

dx f (x, y)dy
−
∫ ∫ . 

Решение. Вначале по пределам интегрирования определяем область 

интегрирования. Полагая х равным пределам интеграла по переменной х, а у 

равным пределам интеграла по переменой у, получим уравнения линий, 

ограничивающих эту область: х=-2, х=2, у=х2 и у=4 (рис.10). Область 

интегрирования является правильной и в направлении оси Ox, и в направлении 

оси Оy. Проведём прямую через область интегрирования параллельно оси х, левая 

граница области x y= − , которую пересекает прямая, будет нижним пределом 

интегрирования для внутреннего интеграла, а правая граница области x y= , 

будет верхним пределом интегрирования для внутреннего интеграла. Пределы 

для внешнего интеграла находим как наименьшее и наибольшее значение у по 

всей области интегрирования: у=0 и у=4. Следовательно, имеем 

2

2 4

2 x

dx f (x, y)dy
−
∫ ∫ =

y4

0 y

dy f (x, y)dx
−

∫ ∫ . 

                 

Пример 8. Изменить порядок интегрирования в интеграле 
1 x

0 x

dx f (x, y)dy∫ ∫ . 

y= x  

y=x 
y 

x 

рис.11 

1 

1 

рис.10 
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Решение. Область интегрирования ограничена прямой у=х и параболой 

y x=  (рис.11). Область интегрирования будет правильной как в направлении оси 

Оx, так и в направлении оси Оy. В исходном интеграле область интегрирования 

рассматривается как правильная в направлении оси Оy. Для того, чтобы изменить 

порядок интегрирования в исходном интеграле, надо рассматривать область 

интегрирования как правильную в направлении оси Ох. Проведём прямую через 

область интегрирования параллельно оси Оx. Левая граница области, которую 

пересечёт прямая, будет 2x y= , а правая граница х=у. Область интегрирования 

вдоль оси Оy будет меняться от 0 до 1. Тогда 
1 x

0 x

dx f (x, y)dy∫ ∫ =
y1

0 y2

dy f (x, y)dx∫ ∫ .  

Пример 9. Изменить порядок интегрирования в 

интеграле 
2y3

1 0

dy f (x, y)dx∫ ∫ .  

Решение. Область интегрирования ограничена 

прямыми у=1, у=3, х=0, х=2у (рис.12). Она представляет 

собой трапецию ABCD. При интегрировании в другом 

порядке, вначале по у, необходимо разбить область 

ABCD прямой BH, параллельной оси Оу, на две части, так как нижняя линия 

границы этой области состоит из двух частей AB и BC, которые имеют различные 

уравнения у=1 и у=х/2. Вследствие этого исходный интеграл при изменении 

порядка интегрирования будет равен сумме двух интегралов: 
2y3

1 0

dy f (x, y)dx∫ ∫ =
2 3 6 3

x0 1 2
2

dx f (x, y)dy dx f (x, y)dy+∫ ∫ ∫ ∫ . 

1.5. Двойной интеграл в полярных координатах. 

Пусть в полярной системе координат (φ, ρ) задана область D, которая ограничена 

кривыми: ρ=ρ1(φ), ρ=ρ2(φ), и лучами φ=α и φ=β. Область D будет правильной в 

полярной системе координат, если любой луч, проходящий через внутреннюю 

точку области, пересекает границу области D не более чем в двух точках (рис.13). 

 

рис.12 
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Двойной интеграл в полярной системе 

координат имеет вид: ∫∫
D

ddF ϕρϕρ ),( . 

Вычисление двойного интеграла в полярных 

координатах. 

1. Нарисуем область D. 

2. От двойного интеграла переходим к 

повторному, расставляя пределы 

интегрирования: 

а) определяем в каких пределах по уголу φ 

ограничена область D: α≤φ≤β. Это будут 

пределы для внешнего интеграла; 

б) проводим луч из полюса О через область D: нижняя граница области, которую 

пересечёт этот луч будет нижним пределом интегрирования для внутреннего 

интеграла, а верхняя граница области из которой выйдет луч – верхним пределом 

интегрирования для внутреннего интеграла. Поэтому 

D

F( , )d dρ θ ρ θ∫∫ = ∫∫
)(

)(

2

1

),(
θρ

θρ

β

α

ρρϕϕ dFd  

Пример 10. Вычислить двойной интеграл ∫∫
D

dd ϕρϕρ sin , если область D: 

1) круговой сектор, ограниченный линиями ρ=а, φ=π/2 и φ=π; 

2) полукруг ρ≤2аcosφ, 0≤φ≤π/2; 

3) заключена между линиями ρ=2+cos φ и ρ=1. 

Решение. 

1) Построив окружность ρ=а и лучи, образующие с полярной осью углы φ=π/2 и 

φ=π, получим круговой сектор ОАВ с центром в полюсе О (рис.14). От двойного 

интеграла перейдем к повторному: 

 ∫∫
D

dd ϕρϕρ sin =
2

sin
2

sin)
2

(sin
2

2

2

02

2

0
2

adaddd
aa

=== ∫∫∫∫
π

π

π

π

π

π

ϕϕϕϕ
ρ

ρρϕϕ . 

2) Построим область D (рис.15), от двойного интеграла перейдём к повторному: 

 
рис.13 
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 ∫∫
D

dd ϕρϕρ sin = === ∫∫∫∫
2

0

22cos2

0

2

0

2cos2

0

2

0

sincos2sin)
2

(sin

π

ϕ

π
ϕ

π

ϕϕϕϕϕ
ρ

ρρϕϕ daddd a
a

 

= 22
0

32
2

0

22

3
2cos

3
2)(cos)(cos2 aada =−=− ∫

π

π

ϕϕϕ  

3.  
                      рис.14                                  рис.15                            рис.16 

3) Построим область D (рис.16), от двойного интеграла перейдём к повторному: 

sin
D

d dρ ϕ ρ ϕ∫∫ =

2 cos2 2 22
2 cos 2
1

0 1 0 0

1sin ( ) sin (2 cos ) 1 sin
2 2

d d d d
ϕπ π π

ϕρ
ϕ ϕ ρ ρ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

+
+  = = + − = ∫ ∫ ∫ ∫  

0
02 2 3
2

2

1 1 1(3 4cos cos ) (cos ) (3cos 2cos cos ) 0.
2 2 3

d
π

π

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= + + = + + =∫  

 

 1.6. Переход от декартовой прямоугольной системы координат к 

полярной системе координат. 

 Пусть требуется вычислить двойной интеграл от функции f(x,y) по области 

D, заданной в прямоугольной системе координат: ( , )
D

f x y dxdy∫∫ . 

Если область D является правильной в полярных координатах (φ,ρ), то 

вычисление данного интеграла можно свести к вычислению двукратного 

интеграла в полярных координатах, используя замену: х= ρcosφ, y= ρsinφ, dxdy= 

ρdρdφ: 

∫∫
D

dxdyyxf ),( = ∫∫
2

1

)sin,cos(
ρ

ρ

β

α

ρρϕρϕρϕ dfd . 
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Пример 11. Переходя в полярную систему координат, 

вычислить двойной интеграл ∫∫
+D yx

dxdy
22

, где область D 

– круговое кольцо, заключённое между окружностями 

122 =+ yx  и 422 =+ yx  (рис.17). 

Решение. Используя замену х= ρcosφ, y= ρsinφ, dxdy= 

ρdρdφ, где 0≤φ≤2π, 1≤ρ≤2, получим 
2 2

2 2 2 2 2 2
0 1

2
cos sinD D D

dxdy d d d d d d
x y

πρ ϕ ρ
ϕ ρ ϕ ρ π

ρ ϕ ρ ϕ
= = = =

+ +∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫ ∫  

 Пример 12. Переходя в полярную систему координат, вычислить двойной 

интеграл ∫∫
D

dxdyxy 2 , где область D ограничена окружностями 1)1( 22 =−+ yx  и 

yyx 422 =+ . 

 Решение. Приведём уравнение 

окружности yyx 422 =+  к каноническому виду 

4)2( 22 =−+ yx  и в координатной плоскости 

сделаем рисунок области D (рис.18). Сделаем 

замену х=ρcosφ, y=ρsinφ, dxdy=ρdρdφ, 

получим уравнения окружностей в полярной 

системе координат 1)1sin(cos 222 =−+ ϕρϕρ  и 

ϕρϕρϕρ sin4sincos 2222 =+ . Сделав нужные 

преобразования, получим ϕρ sin2=  и 

ϕρ sin4= , 0≤φ≤π. Тогда 
4sin

2 4 2 2 4

0 2sin

cos sin cos sin
D D

xy dxdy d d d d
ϕπ

ϕ

ρ ϕ ϕ ϕ ρ ϕ ϕ ϕ ρ ρ= =∫∫ ∫∫ ∫ ∫ . 

1. Найдем внутренний интеграл: ϕ
ρ

ρρ ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

5sin4

sin2

5sin4

sin2

4 sin
5

992)
5

( ==∫ d  

2. Найдем внешний интеграл: 

7 7 8
0

0 0

992 992 992sin cos sin (sin ) sin 0
5 5 40

d d
π π

πϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= = =∫ ∫ . 

 

 

x 

y 

2 

рис.17 

1 

x 

y 
p=4sinφ 

p=2sinφ 

рис.18 
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1.7. Вычисление площади с помощью двойного интеграла. 

Площадь S плоской области D равна двойному интегралу от дифференциала 

dS по области D. 

В прямоугольной системе координат: .
D

S dxdy= ∫∫  

В полярных координатах: 
D

S d dρ ϕ ρ= ∫∫ . 

Пример 13. Найти площадь области, ограниченной линиями xy 2= , xy 22−= , 

у=4. 

Решение. Cделаем рисунок 19, область D – это криволинейный треугольник 

АВС. Область D является правильной как в направлении оси Оx, так и в 

направлении оси Oy. Однако проще сначала вести интегрирование по x. Поэтому 

)34ln4(
2ln2

3)ln(
2ln2

3ln
2ln2

3)
2ln2

ln
2ln

ln( 4

1

4

1

4

1

4

1

2ln
ln

2ln2
ln

−=−==+=== ∫∫∫ ∫∫∫
−

yyyydydyyydxdydxdyS

y

yD

. 

 
                   рис.19              рис.20 

 

 Пример14. Вычислить площадь фигуры, ограниченной кривыми 22 xy −=  и 

у=х. 

Решение. Определим точки пересечения указанных кривых (рис.20). В 

точке пересечения ординаты равны, т.е., 22 xx −= , откуда 022 =−+ xx  и 21 −=x , 

12 =x . Получили две точки пересечения 1( 2, 2)M − −  и 2(1,1)M . Используем то, что 

область D – правильная в направлении Оy. Тогда 
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2
9)

23
2()2( 1

2

231

2

2
1

2

2 2

=−−=−−===
−

−−

−

∫∫ ∫∫∫
xxxdxxxdydxdxdyS

x

xD

. 

Пример 15. Найти площадь области, ограниченной окружностями 

cos , cos , 0a b b aρ ϕ ρ ϕ= = ≥ ≥ . 

 
                        рис.21          рис.22 

Решение. Построим заданные окружности в полярной системе координат 

(рис.21). Тогда ∫∫ ∫∫∫∫∫ +====
2

0

222
2

0

cos

cos

cos)(22

ππ
ϕ

ϕ

ϕϕρρϕρϕρρϕρ dabddddddS
b

aABCD

= 

= ).(
4

)2sin
2
1(

2
)2cos1(

2
222

0

222

0

22

ababdab
−=+

−
=+

−
∫

π
ϕϕϕϕ

π

π

 

Пример 16. Переходя к полярным координатам, найти площадь, 

ограниченную линиями 2 2 2 22 , 4 , , 0.x y x x y x y x y+ = + = = =  

Решение. Уравнения окружностей приведём к каноническому виду 

,1)1( 22 =+− yx 4)2( 22 =+− yx  и сделаем рисунок 22. Переходя к полярной системе 

координат, сделаем замену cos , sin ,x y dxdy d dρ ϕ ρ ϕ ρ ρ ϕ= = =  и получим 

уравнения границ: ,2 ϕρ соs= ,cos4 ϕρ = ,cossin ϕϕ =  0sin =ϕ , откуда следует, что 

4
π

ϕ =  и .0=ϕ  Таким образом, 
D

dydx =∫∫  

4cos4 4 4 4
4cos2 2 4
2cos 0

0 2cos 0 0 0

1 1( ) 12cos 6 (1 cos2 ) 6( sin 2 ) 6( ).
2 4 2

d d d d d

π π π π
ϕ π

ϕ

ϕ
ϕ

π
ϕ ρ ρ ρ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= = = = + = + = +∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

 

y=x 
 

x 
2 4 

y 
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1.8. Вычисление объёма тела с помощью двойного интеграла. 

Объём вертикального цилиндрического тела, имеющего своим основанием 

область D на плоскости хОу и ограниченного сверху поверхностью ),( yxfz =  

(рис.23), выражается двойным интегралом .∫∫=
D

zdxdyV  Вычисление объёмов тел 

более сложной формы сводится к вычислению алгебраической суммы объёмов 

нескольких вертикальных цилиндрических тел с образующими, параллельными 

оси Оz. 

 

 
                        рис.23                                      рис.24                          рис.25 

Пример 17. Вычислить объём тела, ограниченного поверхностями 

4,1,2 =++== zyxyxy  и z=0. 

Решение. Данное тело (рис.24) представляет вертикальный цилиндр, 

который ограничен сверху частью плоскости z=4-x-y, а снизу – частью плоскости, 

заключённой между параболой 2xy =  и прямой у=1. Следовательно,  

=−−−−−=−−=−−== ∫∫∫ ∫∫∫
−−−

dxxxxxdxyxyydyyxdxzdxdyV
xxOAB

1

1

432
11

1

2
1

1

1

))4(14()4()4(
22

 

=
15
68)

543
4

2
3()43( 1

1

541

1

32
432 =++−−=++−−

−
−
∫

xxxxxdxxxxx . 

Пример 18. Вычислить объём тела, ограниченного поверхностями 
2 2 , 0, 2.z y x z y= − = = ±  
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Решение. Гиперболический параболоид 22 xyz −=  пересекает 

координатную плоскость хОу (z=0) по двум прямым 2±=y . Он ограничивает 

тело, симметричное относительно плоскостей xOz и yOz, поэтому объём 

четвертой части тела, расположенной в первом октанте (рис. 25), равен 
2 23 4

22 2 2 3
0 0

0 0 0

1 2 2 8( ) ( ) ( )
4 3 3 3 4 3

y
x y

x
OAB

x yV zdxdy dy y x dx y x dy y dy=

=
= = − = − = = ⋅ =∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫ . Тогда V=

3
32 . 

 

1.9.Вычисление массы, центра тяжести и моментов инерции плоской 

фигуры с помощью двойного интеграла. 

Если ρ(М) есть поверхностная плотность в точке М(х,у) плоской фигуры 

(материальной пластинки), занимающей область D, то её масса m, координаты 

центра тяжести С – ( , )c cx y  и моменты инерции относительно осей Ох и Оу – yx II , , 

и начала координат О – oI  (полярный момент инерции), выражаются формулами: 

1) ∫∫=
D

dxdyMm )(ρ .  

2) 
m

dxdyMx

m
m

x Dy
c

∫∫
==

)(ρ
,     

m

dxdyMy

m
m

y Dx
c

∫∫
==

)(ρ
, 

где yx mm , - статистически моменты пластинки относительно осей Ох и Оу. 

3) ∫∫=
D

x dxdyMyI )(2 ρ , dxdyMxI
D

y )(2 ρ∫∫= , ∫∫ +=+=
D

yxo dxdyyxIII )( 22 . 

Пример 19. Найти массу кругового кольца 1 2r r r≤ ≤ , если в каждой его точке 

поверхностная плотность обратно пропорциональна квадрату расстояния до 

центра кольца, т.е. ρ(М)= 2ρ
k . 

Решение. 
1

2

01

2
2

0

2

0
2 ln2lnln

22

1

2

1
r
rkd

r
rkdkddkddkm

r

r

r

rD

πϕϕρ
ρ
ρ

ϕρϕρ
ρ

πππ

===== ∫∫∫∫∫∫ . 

Пример 19. Найти центр тяжести треугольника, ограниченного прямыми 

у=a+x и y=a-x, y=0. Поверхностная плотность у=ρ . (рис.26). 
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                  рис.26 

Решение. 
3 4 4

2 2 2
0

0 0

2 ( ) 2( )
3 4 6

a ya a
a

x
ABC y a

y y am y dxdy y dy dx y a y dy a
−

−

= = = − = − =∫∫ ∫ ∫ ∫ , 

0 0

0 0
a ya a

y
ABC y a

m xydxdy ydy xdx ydy
−

−

= = = ⋅ =∫∫ ∫ ∫ ∫ , 

3
2 3

0 0 0

22 ( )
3 3

aa ya a

ABC y a

am ydxdy ydy dx y a y dy ay y
−

−

 = = = − = − = 
 ∫∫ ∫ ∫ ∫ . 

Следовательно, 
2

,0 a
m
my

m
m

x x
c

y
c ==== . Центр тяжести размещается в точке 

М(0,
2
a ). Отметим, что равенство 0cx =  очевидно в силу симметрии. 

Пример 20. Найти моменты инерции треугольника, данного в условиях 

предыдущей задачи. 

Решение. ∫∫ ∫∫∫ =−===
−

−

aa ya

ayABC
x

adyyaydxdyydxdyyI
0

5
3

0

33

10
)(2 , 

=−+−=−−−=== ∫ ∫∫∫∫∫
−

−

a aya

ay

a

ABC
y dyyayyayadyayyaydxxydydxdyyxI

0 0

43223332

0

2 )33(2))()((  

=
10

)
54

3
2

(2
5

0

54
32

23 ayayyaya a =−+− . 

5

5aIII yxo =+= . 

Примеры для самостоятельного решения. 

1. Вычислить следующие повторные интегралы: 

1. ∫∫ +
3

0

2
2

0

)2( dyxyxdx .          2. ∫ ∫ +
0

2 0

2

)2(
y

dxyxdy .           3. ∫∫
−

++
x

dyyxdy
5

0

5

0

4 . 
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4. ∫∫ +
−

53

3 2

)2(
y

dxyxdy .             5. ∫∫
x

x

y
dyxdx

1
2

22

1

.                   6. ∫ ∫
π

ϕ

ϕ
2

0 sin

a

a

rdrd . 

2. Вычислить двойные интегралы: 

8. 22 2,0:, xaxyyDydxdyx
D

−==∫∫ .       9. 
2

,,0::)sin( π
=+==+∫∫ yxyxyDdxdyyx

D

. 

10. 222 ,:,)( xyyxDdxdyxyx
D

==−∫∫ .      11.  0,0,1:,1 2222 ≥≥=+−−∫∫ yxxyDdxdyyx
D

. 

12. 9,:, 2 +==∫∫ xyxyDxydxdy
D

.            13.  4,0,10,:,)2( ==−==+∫∫ yyxyxyDdxdyx
D

. 

3. Изменить порядок интегрирования в следующих интегралах: 

     14. ∫∫
x

x

dyyxfdx
12

3

4

0 2

),( .               15. ∫∫
x

x

dyyxfdx
3

2

1

0

),( .            16. ∫∫
−

−

2

2

1

2
1

1

0

),(
x

x

dyyxfdx . 

     17. ∫∫
−

x

xx

dyyxfdx
4

2

2

0 2

),( .            18. ∫∫
−

−−

y

y

dxyxfdy
1

1

1

0 2

),( .         19. ∫∫
− 2

2

3

2

1

0

),(
y

y

dxyxfdy . 

4. Переходя к полярным координатам, вычислить следующие интегралы: 

20. 1:,1 2222 =+−−∫∫ yxSdxdyyx
S

. 

21. 0,1)
2
1(:, 22 ≥=+−∫∫ yyxSydxdy

S

. 

22. 2 2 2 2( ) , : 2
S

x y dxdy S x y x+ + =∫∫ . 

23. 222:,
22

ayxSdxdye
S

yx =+∫∫ −− . 

24. ∫∫
−

+
21

0

22
1 x

o

dyyxdx . 

5. Вычислить площадь фигур, ограниченных линиями, с помощью 

двойного интеграла: 

25. 96,2510` 22 +−=+= xyxy . 

26. 5,4 =+= yxxy . 

27. 1,, 2 === xeyey xx . 

28. xyyx 95,253 22 == . 

29. 0,,4,2 2222 ===+=+ yxyxyxxyx (перейти в полярную систему координат). 
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30. 3,,8,4 2222 xyxyxyxxyx ===+=+ (перейти в полярную систему координат). 

6. Вычислить объём тел с помощью двойного интеграла: 

31. .1,0,0,22 ===−= xzyyxz         32. .,0,0,222 xyzyazx ====+  

33. .0,, 2222 ==+= zryxyaz            34. 0,6,2, ==+== zzxxyxy . 

35. .0,1,, 222 ===+= zyxyyxz       36. 0,0,
2
3,3, ===+=+=++ zyayxayxazyx . 

7. Вычислить массу, центр тяжести и моменты инерции с помощью 

двойного интеграла: 

37. 5,0,:, ==== xyxyDxyρ .                 38. 0,,,0:, ===== ybyaxxDaρ . 

39. 0,52,2:, =+−=== xxyxyDxρ .        40. 222:, ryxDa =+=ρ . 

 

ТРОЙНОЙ ИНТЕГРАЛ 

2.1.Определение тройного интеграла. 

Пусть в пространстве задана некоторая трехмерная область V, ограниченная 

замкнутой поверхностью S. Пусть в области V и на её границе определена 

некоторая непрерывная функция трех переменных ),,( zyxf , где x,y,z – 

прямоугольные координаты любой точки P этой области. Если ),,( zyxf >0, то 

можем считать эту функцию плотностью распределения некоторого вещества в 

выбранной области V. Разобьём область V произвольным образом на 

элементарные области ∆Vi, в границах ∆Vi выберем точку Pi и обозначим через 

( )if P  значение функции ),,( zyxf  в этой точке. Составим интегральную сумму  

1
( )

n

i i
i

f P V
=

∆∑            (2.1) 

При неограниченном увеличении числа n малых областей ∆Vi, их наибольший 

линейный размер будет стремиться к нулю. Тогда будет существовать предел 

интегральной суммы (2.1) при n → ∞ , не зависящий ни от способа разбиения 

области V, ни от выбора точек iP . Этот предел называется тройным интегралом и 

обозначается символом ( )
V

f P dV∫∫∫ . Таким образом по определению имеем: 

1
( )lim

n

i i
n i

f P V
→∞ =

∆∑ = ∫∫∫
V

dVPf )( . Или  
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∫∫∫
V

dVPf )( = ∫∫∫
V

dxdydzzyxf ),,(         (2.2) 

Если ),,( zyxf  считать объёмной плотностью распределения вещества в 

области V, то интеграл (2.2) даст массу всего вещества, заключённого в объёме V. 

Область V называется областью интегрирования, а dV dxdydz=  – 

дифференциалом объема в декартовой прямоугольной системе координат. 

 

2.2. Определение правильной трёхмерной области. 

Трёхмерная область V, ограниченная замкнутой поверхностью S, будет 

правильной, если она обладает следующими свойствами (рис.27): 

1) Всякая прямая, параллельная оси Oz, проведённая через внутреннюю точку 

области V, пересекает поверхность S в двух точках; 

2) Вся область V проектируется на плоскость Оху в правильную (двухмерную) 

область D; 

3) Всякая часть области V, отсечённая плоскостью, параллельной любой из 

координатных плоскостей (Оху, Oхz, Oyz), также обладает свойствами 1) и 2). 

Пример неправильной трёхмерной области дан на рис.28. 

 

 
                          рис.27                                                рис.28 
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2.3. Свойства тройного интеграла. 

1. Тройной интеграл от суммы функций равен сумме интегралов от этих функций: 

          ∫∫∫∫∫∫∫∫∫ ++
VVV

dxdydzzyxfdxdydzzyxfdxdydzzyxfzyxf ),,(),,()),,(),,(( 2121 . 

2. Постоянный множитель можно выносить за знак интеграла: 

          ∫∫∫∫∫∫ =
VV

dxdydzzyxfdxdydzzyxf ),,(),,( λλ . 

3. Если область V представить в виде совокупности двух правильных областей 1V  

и 2V , не имеющих общих внутренних точек, то тройной интеграл по области V 

будет равен сумме двух интегралов по этим областям: 

          ∫∫∫∫∫∫∫∫∫ +=
21

),,(),,(),,(
VVV

dxdydzzyxfdxdydzzyxfdxdydzzyxf . 

 

2.4. Вычисление тройного интеграла сведением к трехкратному. 

Пусть поверхность, ограничивающая область V снизу, задана уравнением 

),( yxz χ= , а поверхность, ограничивающая эту область сверху, задана уравнением 

),( yxz ψ=  (рис.27). Введём понятие трёхкратного интеграла VI  по замкнутой 

области V от функции трёх переменных ),,( zyxf , которая определена и 

непрерывна в этой области. Пусть трехмерная область V проектируется на 

расположенную в плоскости Оху двухмерную область D, правильную в 

направлении оси Oy и ограниченную линиями: 

.,),(),( 21 bxaxxyxy ==== ϕϕ  

Тогда трёхкратный интеграл от функции ),,( zyxf  по области V определяется как: 

( )

( )2

1

( , )

( , )

( , , )
x x yb

V
a x x y

I dx dy f x y z dz
ϕ ψ

ϕ χ

= ∫ ∫ ∫          (2.3) 

и равен тройному интегралу (2.2). Проинтегрируем (2.3) сначала по переменной z, 

и после подстановки пределов интегрирования получим функцию двух 

переменных x и у. Далее, вычисляется двойной интеграл от этой функции по 

правильной в направлении оси Oy области D сведением его к двукратному 

интегралу.  
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Пример 21. Вычислить трёхкратный интеграл и построить область 

интегрирования: ∫∫∫ +=
−

2

0

11

1

)4(
2

dzzdydxI
x

.  

Решение. Последовательно вычислим три обыкновенных (однократных) 

определённых интеграла, начиная с внутреннего: 
2 2

2
1 0

0

(4 )(4 ) | 18 8 10
2

zI z dz +
= + = = − =∫ , 

)1(101010 21
11

12 2

22

xydydyII
x

xx

−==== ∫∫ , 

3
40)

3
(10)1(10 1

1

31

1

2
1

1
23 =−=−==

−
−−
∫∫

xxdxxdxII . 

Для построения области интегрирования данного трёхкратного интеграла 

запишем уравнения поверхностей, ограничивающих эту область. Приравнивая 

переменную интегрирования каждого интеграла его нижнему и верхнему 

пределам, получим следующие уравнения: 
21, 1, , 1, 0, 2.x x y x y z z= − = = = = =   

Найденные поверхности образуют прямой параболический цилиндр, образующие 

которого параллельны оси Оz (рис.29). 

Пример 22. Вычислить тройной интеграл 
1V

dxdydzI
x y

=
− −∫∫∫ , если область V  

 
                                     рис.29                                    рис.30 

ограничена плоскостями 1, 0, 0, 0.x y z x y z+ + = = = =  

Решение. Построим данную область, представляющую собой тетраэдр 

(рис.30). Проведём через эту область прямую параллельно оси Oz. Нижняя 
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плоскость АОВ, которую пересекает прямая, описывается уравнением z=0. 

Верхняя плоскость АВС, из которой выходит прямая, имеет уравнение yxz −−= 1 . 

Правые части уравнений этих плоскостей будут пределами для внутреннего 

интеграла. Проекцией тетраэдра на плоскость Оху является прямоугольный 

треугольник АОВ. Следовательно, будем иметь 
1

01 1

x y

V AOB

dxdydz dxdyI dz
x y x y

− −

= =
− − − −∫∫∫ ∫∫ ∫ = 

1 1 1 1 2
1 1 1

0 0 0
0 0 0 0

1( ) (1 ) ( )
1 2 2

x
x y x

AOB AOB

dxdy xz dxdy dx dy y dx x dx x
x y

−
− − −= = = = = − = − =

− −∫∫ ∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫ . 

Пример 23. Вычислить тройной интеграл 2 2 2( )
V

I x y z dxdydz= + +∫∫∫ , где 

область V ограничена поверхностью 2222 3)(3 azyx =++ . 

Решение. Область V, ограниченная данной поверхностью, есть эллипсоид 

вращения (рис.31). Его проекция D на плоскость Оху есть круг 2 2 2x y a+ ≤ . Т.о.  
2 2 22 2 2

2 2 22 2 2

3(3( ) 3
2 2 2 2 2

3(3( )

2 2 2 2

( ) (( ) )
3

2 3 .

a x ya x y

D D a x ya x y

D

zI dxdy x y z dz x y z

a a x y dxdy

− −− −

− − −− − −

= + + = + + =

= − −

∫∫ ∫ ∫∫

∫∫

 

Перейдём к полярным координатам cos , sin ,x y dxdy d dρ ϕ ρ ϕ ρ ρ ϕ= = = : 
3

2 0 21 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 02

0 0

2( )2 3 3 ( ) ( ) 3 |
3 a

D a

aI a a d d a d a d a a d
π π ρ

ρ ρ ρ ϕ ϕ ρ ρ ϕ
−

= − = − − = =∫∫ ∫ ∫ ∫
25 5

0

2 3 4
3 3

a ad
π π

ϕ= =∫ . 

 
                                       рис.31                                      рис.32 
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Пример 24. Вычислить тройной интеграл ∫∫∫=
V

ydxdydzI , где область V 

ограничена поверхностями 2 2 , ; 0.y x z y h h= + = >  

Решение. Данной областью является конус (рис.32) высотой h, имеющий в 

качестве оси симметрии Оу. Всякая прямая, проходящая через внутреннюю точку 

конуса параллельно оси Оу, пересекает ограничивающую его поверхность в двух 

точках, а проекцией этого конуса на плоскость Охz является круг 2 2 2x y h+ ≤ . 

Меняя местами переменные z и у получим: 

2 2 2 2 2 22 2 2 2

2
2 2 21 ( )

2 2

h
h

D x z h x z hx z x z

yI dxdz ydy dxdz h x z dxdz
+ ≤ + ≤+ +

= = = − −∫∫ ∫ ∫∫ ∫∫ .  

Переходя к полярной системе координат ϕρρϕρϕρ dddxdyyx === ,sin,cos , 

получим: 
2 2 22 2 4 4 4

2 2 2 3
0

0 0 0 0

1 1 1( ) ( ) ( ) .
2 2 2 2 4 8 4

h
h

h

h h hI h d d d h d d d
π π π

ρ

ρ ρ π
ρ ρ ρ ϕ ϕ ρ ρ ρ ϕ ϕ

≤

= − = − = − = =∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

 

2.5. Вычисление объёма тела с помощью тройного интеграла. 

Если подынтегральная функция ( , , ) 1f x y z ≡ , то тройной интеграл дает объём 

области:  ∫∫∫=
V

dxdydzV . 

Пример 25. Вычислить объём тела, ограниченного сферической 

поверхностью 2222 4azyx =++ , цилиндром 0222 =−+ ayyx  и плоскостью z=0. 

 
рис.33 
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Решение. На рис.33 представлена область, объём которой надо вычислить. 

Любая прямая, проведённая внутри области параллельно оси Оz, пересекает в 

нижней точке поверхность z=0, а в верхней точке поверхность 2224 yxaz −−= , 

ограничивающие эту область. Правые части уравнений поверхностей будут 

пределами интегрирования для внутреннего интеграла. Проекцией всей области 

на плоскость Оху является круг (рис.33). Уравнение границы этого круга можно 

записать в виде .)( 222 aayx =−+  Вычислим половину искомого объёма V. Тогда в 

качестве области интегрирования двойного интеграла возьмем полукруг, границы 

которого определяются уравнениями 20, 2 , 0, 2x x ay y y y a= = − = = : 

∫∫∫∫ ∫ −−==
−−

DD

yxa

dxdyyxadzdxdyV 222
4

0

4
2
1

222

. 

Перейдём в полярную систему координат θρρθρθρ dddxdyyx === ,sin,cos . Тогда 

уравнение окружности примет вид 0sin2sin 2222 =−+ θρθρθρ aсos , или 
2 2 sin 0aρ ρ θ− = , или 2 sinaρ θ= .  

В полярной системе координат границы области D (полукруга) определяются 

уравнениями .
2

,0,sin2,0 π
βαθρρ ==== a  Подынтегральная функция тогда примет 

вид .4),( 22 ρρθ −= aF  В результате получим 

=







−−−=
















−

−=−= ∫∫ ∫ ∫ θθθ
ρ

θρρρ

πθπ
θ

π

daaadaddaV

a
a 2

0

2
3

22
3

222

sin2

0

2

0

sin2

0

2

0

2
3

22
22 )4()sin44(

3
2

3
)4(2)4(2

= ).43(
9
8)cos1(

3
16 3

2

0

3
3

−=−− ∫ πθθ

π

ada  

Пример 26. Найти объём тела, ограниченного поверхностями 
.0,2,0,3,0,4 ======++ yyxxzzyx  

Решение. Заданные плоскости ограничивают шестигранник (рис.34).  

=−−+−−=−−=== ∫∫∫ ∫∫∫∫∫∫ ∫∫ ∫
−−− y

DV D

yx

dxyxdydxyxdydxdyyxdzdxdydxdydzV
4

0

2

1

1

0

3

0

4

0

)4()4()4(  

∫∫∫∫ =−+−=







−−+








−−=

−=

=

=

=

2

1

2
1

0

4

0

2

1

23

0

1

0

2

)4(
2
1)3

2
15(

2
)4(

2
)4( dyydyydyxxydyxxy

yx

x

x

x
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.
6
55|)4(

6
1)

2
3

2
15( 2

1
31

0
2 =−+−= yyy  

Здесь при вычислении двойного интеграла по области OABCD её пришлось 

разбить прямой ВЕ параллельной оси ОХ на две части. 

    
                           рис.34                                               рис.35 

 

Пример 27. Найти объём тела, ограниченного сферой zzyx 2222 =++  (с 

центром в точке (0,0,1)) и конусом 222 zyx =+  (рис. 35).  

Решение. Любая прямая, проведённая внутри этой области параллельно оси 

Oz, пересечет снизу ограничивающую поверхность 22 yxz += , а сверху 

поверхность 2211 yxz −−+= . Правые части уравнений этих поверхностей будут 

пределами интегрирования для внутреннего интеграла по переменной z. 

Проекцией всей области на плоскость Oху является круг 2 2 1x y+ ≤ . Поэтому,  
2 2

2 2

1 1
2 2 2 2(1 1 )

x y

V D Dx y

V dxdydz dxdy dz x y x y dxdy
+ − −

+

= = = + − − − +∫∫∫ ∫∫ ∫ ∫∫ . 

Переходя к полярным координатам, найдём: 

=−+−=−−+= ∫ ∫∫∫
π

ρρρρρϕρϕρρρ
2

0

1

0

222 )1()11( ddddV
D

 

.
3

)1(
32

)1(

1

0

2

0

2
3

2322

0

1

0

22 πϕ
ρρρ

ρρρρρϕ
ππ

=















−

−−=−+−= ∫∫ ∫ ddd  
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2.6. Приложение тройного интеграла в механике. 

1. Определение массы тела, занимающего область V: 

( ) ( , , )
V V

m M dV x y z dxdydzδ δ= =∫∫∫ ∫∫∫ ,  где )(Mδ - объёмная плотность распределения 

массы в точке М(х,у,z) тела V. 

2. Координаты центра тяжести С тела: 

m
m

z
m

my
m

m
x xy

c
xz

c
yz

c === ,,  

где −xyxzyz mmm ,,  статистические моменты тела относительно координатных 

плоскостей: 

.;; ∫∫∫∫∫∫∫∫∫ ===
V

xy
V

xz
V

yz dxdydzzmdxdydzymdxdydzxm δδδ  

Для однородного тела плотность постоянна, поэтому constδ =  выносится за знак 

интегралов и сокращается. 

3. Моменты инерции тела относительно осей ОХ, ОУ и OZ и начала 

координат О: 

∫∫∫ ∫∫∫

∫∫∫ ∫∫∫
++=+=

+=+=

V V
z

V V
yx

dxdydzzyxIdxdydzyxI

dxdydzzxIdxdydzzyI

)(,)(

,)(,)(

222
0

22

2222

δ

δ

 

Пример 28. Найти массу тела, ограниченного цилиндрической 

поверхностью yx 22 =  и плоскостями ,1=+ zy  ,22 =+ zy  если в каждой его точке 

объёмная плотность численно равна ординате этой точки. 

Решение. Согласно условию в точке М(х,у,z) тела объёмная плотность 

уМ =)(δ , поэтому ∫∫∫∫∫∫ ==
VV

ydxdydzdvMm ,)(δ  где V - область, занимаемая данным 

телом (рис. 36). Поэтому 

=−=−=−== ∫∫ ∫∫∫∫∫ ∫
−

−

−

dyyyydxdyyydxdyyydzydxdym
y

yAOBAOB

y

y

1

0

2
1

0

2

2

2
)1(2

1

22)()()1(

35
28)

7
2

5
2(22 1

0
2
7

2
5

=−= yy . 
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                 рис.36                                                                         рис.37 

 

Пример 29. Найти момент инерции однородного полого усечённого 

цилиндра (рис. 37) относительно его оси. 

Решение. Обозначим внешний и внутренний радиусы цилиндра через R и r, 

а его высоту через Н. Тогда относительно указанной на рис. 37 прямоугольной 

системы координат уравнения цилиндрических поверхностей и плоскостей, 

ограничивающих цилиндр V, будут  

.2,0,, 222222 HRRzHyzryxRyx =+==+=+  

Полагая 1δ = , получим момент инерции цилиндра относительно его оси. В ходе 

решения перейдём в полярную систему координат: 
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445544

5432

0

2

22

)1(
2

0

2222

2222

rRHd
R
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=
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Примеры для самостоятельного решения. 

1. Вычислить тройные и трехкратный интегралы:  

41. ,)32(∫∫∫ −+
V

dxdydzzyx  где V – призма, ограниченная плоскостями 

.2,3,0,0,0 =+==== yxzzyx   

42. ,dxdydz
z

xy

V
∫∫∫  где область V расположена в первом октанте и ограничена 

конусом 2224 yxz +=  и плоскостями .1,0,0,0 ==== zzyx  

43. ,
)1( 3∫∫∫ +++V zyx

dxdydz  где V – область ограниченная координатными плоскостями и 

плоскостью 1.x y z+ + =  

44. ∫∫ ∫
ya x

xyzdzdydx
00 0

. 

45. ∫∫∫ ++
V

dxdydzzyx ,)( 2  где V – общая часть параболоида 222 yxz +≥  и шара 

3222 ≤++ zyx . 

2. Вычислить объёмы указанных тел с помощью тройных интегралов. 

46. Найти объёмы тел, ограниченных поверхностями: 

а)   сферой 12222 =++ zyx  и параболоидом .422 zyx =+  

б)   цилиндрами yxyx 34, 22 −==  и плоскостями .9,0 == zz    

в)   конусом 222 zyx =+  и параболоидом  .0,622 ≥−=+ zzyx  

г)   цилиндром xyx =+ 22  и сферой .1222 =++ zyx  

3. Задачи на приложение тройного интеграла в механике. 

47. Найти массу прямоугольного параллелепипеда czbyax ≤≤≤≤≤≤ 0,0,0 , если 

плотность в точке (x,y,z) есть .),,( zyxzyx ++=ρ  

48. В теле, имеющем форму полушара ,0,2222 ≥≤++ zazyx  плотность равна 

расстоянию от точки до центра. 

49. Найти момент инерции круглого цилиндра относительно его оси, если высота 

его равна h, а радиус основания a. 
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рис.38 

КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

3.1. Криволинейный интеграл 1-го рода. 

Пусть задана непрерывная функция f(х,у) и уравнение некоторой плоской гладкой 

кривой L: у=χ(х) (a≤ х ≤b). Построим систему точек ),( iii ухМ  ( ( )i iy xχ= , 

i=0,1,2,…,n), разбивающих кривую L на элементарные дуги il∆ , и составим 

интегральную сумму 
1

( , )
n

i i i
i

f x y l
=

∆∑ . Если существует конечный предел этой 

суммы при n →∞ и max 0ii
l∆ → , не зависящий ни от способа разбиения дуги, ни от 

выбора точек на ней:  

1

lim ( , ) ( , )
n

i i in i L

f x y l f x y dl
→∞

=

∆ =∑ ∫ ,        (3.1) 

то он называется криволинейным интегралом первого рода (здесь dl – 

дифференциал дуги кривой) и вычисляется по формуле 

2( , ) ( , ( )) 1 ( `( ))
b

L a

f x y dl f x x x dxχ χ= +∫ ∫ .       (3.2) 

В случае параметрического задания кривой l: ( )( ), ( )x t y t tϕ ψ α β= = ≤ ≤  имеем: 

2 2( , ) ( ( ), ( )) ` ( ) ` ( )
L

f x y dl f t t t t dt
β

α

ϕ ψ ϕ ψ= +∫ ∫ .       (3.3) 

Криволинейные интегралы первого рода от функции трёх переменных f(x,y,z), 

взятые по пространственной кривой, вычисляются аналогично. Криволинейный 

интеграл 1-го рода не зависит от направления пути интегрирования. 

Пример 30. Вычислить  

криволинейный интеграл ( )
L

х у dl+∫  где L - 

контур треугольника АОВ с вершинами 

А(1;0), В(0;1) и О(0;0) (рис. 38).  

Решение. Уравнение стороны АВ: у=1-

х, уравнение стороны OB: х=0, уравнение 

стороны ОА: у=0. Следовательно,  
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1 1 1

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) 2 2 1.
L AB BO OA

x y dl x y dl x y ds x y dl dx ydy xdx+ = + + + + + = + + = +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

 

3.2. Криволинейный интеграл 2-го рода. 

Если Р(x,y) и Q(x,y) – непрерывные функции своих аргументов и ( )y xχ=  – 

гладкая плоская кривая С, пробегаемая полностью при изменении x от a до b, то 

соответствующий криволинейный интеграл второго рода выражается следующим 

образом: 

( , ) ( , ) [ ( , ( )) `( ) ( , ( ))]
b

C a

P x y dx Q x y dy P x x x Q x x dxχ χ χ+ = +∫ ∫      (3.4) 

В общем трехмерном случае, когда кривая С задана в параметрическом виде: 

( ), ( ), ( ),x t y t z tϕ ψ ζ= = =  а параметр t изменяется отα  до β , имеем 

( , , ) ( , , ) ( , , )
C

P x y z dx Q x y z dy R x y z dz+ + =∫ { ( ( ), ( ), ( )) `( ) ( ( ), ( ), ( )) `( ))P t t t t Q t t t t
β

α

ϕ ψ ζ ϕ ϕ ψ ζ ψ+ +∫
( ( ), ( ), ( )) `( )}R t t t t dtϕ ψ ζ ζ          (3.5) 

Свойства криволинейного интеграла 2-го рода: 

1. При перемене направления на кривой интегрирования криволинейный интеграл 

изменяет свой знак: ∫ ∫−=
AB BA

. 

2. Если кривую интегрирования АВ можно разбить точкой С на две части, то: 

∫ ∫ ∫+=
AB AC CB

. 

3. Постоянную можно выносить из-под знака криволинейного интеграла: 

( , , ) ( , , )
C C

f x y z dl f x y z dlλ λ⋅ = ⋅∫ ∫
r r r r

, 

где { }1 2 3( , , ) , ,f x y z f f f=
r

 - заданная непрерывная вектор-функция, а { }, ,dl dx dy dz=
r

. 

Криволинейный интеграл по замкнутой плоской линии при положительном 

направлении обхода (против часовой стрелки) обозначается как 
l+
∫Ñ , а при 

отрицательном направлении обхода – 
l−
∫Ñ . 
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Вычисление криволинейного интеграла 
АВ
∫ сводится к вычислению 

обыкновенного определённого интеграла: исходя из уравнения линии 

интегрирования АВ, подынтегральное выражение криволинейного интеграла 

преобразуется к зависимости одной переменной, значения которой в начале и в 

конце дуги АВ будут пределами полученного обыкновенного интеграла. 

Пример 31. Вычислить криволинейный интеграл ∫ +− ydyxdxxy 2)1(  от точки 

А(1;0) до точки В(0;2): 

1) по прямой 2 2=+ yx  

2) по дуге параболы 44 2 =+ yx  

3) по дуге эллипса tytx sin2,cos ==  

Решение. 

1) dxdyxy 2,22 −=−= : 
0 0

2 3 2 4 3 2 0
1 1

1 1

[ (2 2 ) 1] (2 2 )( 2 ) (4 6 2 1) 2 | 1
B

A

x

x

I x x dx x x dx x x x dx x x x x
=

=

= − − + − − = − + − = − + − =∫ ∫ . 

2) dyydxyx
2

,
4

1
2

−=−= : 

=+−−+=−+−−−= ∫∫
=

=

dyyyyyyydyydyyyyI
B

A

y

y

)
2

3
22816

()
4

1()
2

](1)
4

1[(
2345

4
22

0

2

2  

5
1|

4
3

684096
2
0

23456

−=+−−+=
yyyyy . 

3) tdtdytytdtdxtx cos2,sin2,sin,cos ==−== : 

2
2 3 2

3
0

2 2 2
3 2 4 3 2

0
0 0 0

(cos 2sin 1)( sin ) cos 2sin 2cos (4cos sin sin 2sin cos )

2 44 cos cos sin 2 sin sin cos cos sin | .
3 3

B

A

t

t

I t t tdt t t tdt t t t t t dt

td t tdt td t t t t

π

π π π
π

= − − + = + − =

= + − = − − − =

∫ ∫

∫ ∫ ∫

 

3.3. Геометрические и механические приложения криволинейного 

интеграла. 

1) Длина дуги АВ плоской или пространственной линии: 

                    ∫=
AB

AB dlL          (3.6) 
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2) Площадь фигуры, расположенной в плоскости xOy и ограниченной замкнутой 

линией С 

                    1
2 C

S xdy ydx
+

= −∫Ñ         (3.7) 

3) Масса материальной дуги АВ 

                      ∫=
AB

dlMm )(ρ           (3.8) 

где −)(Мρ линейная плотность вещества в точке М дуги. 

4) Координаты центра тяжести С дуги АВ: 

             
m

dlMz
z

m

dlMy
y

m

dlMx
x AB

C
AB

C
AB

C

∫∫∫
===

)(
;

)(
;

)( ρρρ
     (3.9) 

5) Работа, совершаемая силой ),,( RQPF = , действующей на материальную точку 

при перемещении её по дуге АВ: 

                 
AB

Pdx Qdy Rdz= + +∫Α          (3.10) 

Пример 32. Найти площадь, ограниченную замкнутой кривой – эллипсом 

tbytax sin,cos == . 
2 2

0 0

1 1 1cos ( sin ) sin ( cos )
2 2 2C

S xdy ydx a td b t b td a t ab dt ab
π π

π
+

= − = − = =∫ ∫ ∫Ñ . 

Пример 33. Найти массу дуги АВ кривой xy ln= , если в каждой её точке 

линейная плотность пропорциональна квадрату абсциссы точки; .3;1 == BA xx  

Решение. 2
2

2 ,11`)(1,1` kxdx
x

dxydl
x

y =+=+== ρ : 

3 3 1 32
2 2 2 2 32 2

12
1 1

1 ( 1) ( 1) ( 1) | (10 10 2 2).
2 3 3AB

x k k km dl k x dx x d x x
x

ρ
+

= = = + + = + = −∫ ∫ ∫  

Пример 34. Найти работу силового поля ( )F x y i xj= + −
r r r

 при движении по 

часовой стрелке вдоль окружности taytax sin,cos == . 
2

0
2 2

2 2 2 2
0

0

( ) ( cos sin ) ( cos ) cos ( sin )

sin(1 sin cos ) ( ) | 2 .
2

C

x y dx xdy a t a t d a t a td a t

ta t t dt a t a

π

π
π π

−

−

−
−

= + − = + − =

− + = − + =

∫ ∫

∫

A Ñ
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3.4. Формула Грина для плоскости. 

Если L – граница области D и функции ),(),,( yxQyxР  непрерывны вместе со 

своими частными производными 1-го порядка в замкнутой области D, то для 

перехода от криволинейного к двойному интегралу и, наоборот, справедлива 

формула Грина:  

( )
L D

Q PPdx Qdy dxdy
x y+

∂ ∂
+ = −

∂ ∂∫ ∫∫Ñ      (3.11) 

(обход контура выбирается положительным). 

Пример 35. Вычислить криволинейный интеграл непосредственно и с 

помощью формулы Грина: ∫
+

+−
L

dyyxxdx )2(2 , где L- периметр треугольника с 

вершинами А(-1;0), В(0,2) и С(2;0). 

Решение. Изобразим контур 

интегрирования (рис. 39). Составим уравнение 

стороны АВ: 22 += xy , dxdy 2= , тогда 

4|)1(4)1(8 1
0

2
1

0

=+−=+−= −
−

∫ ∫ xdxx
BA

. 

Составим уравнение стороны ВС: 

10|
2

)6()6(,,2 2
0

2

0

2

−=
−

=−=−=−= ∫ ∫
CB

ydyydydxyx . 

Составим уравнение стороны СА: 3|2,0,0 2
1

2

1

2 ===== −
−

∫ ∫
AC

xxdxdyy .  

Следовательно, 3 10 4 3
ACBA AC CB BA

= + + = − + = −∫ ∫ ∫ ∫Ñ . 

Вычислим теперь этот криволинейный интеграл с помощью формулы Грина. 

2 , 2 , 0, 1,P QP x Q x y
y x

∂ ∂
= = − − = = −

∂ ∂
 

22

10 ( 2)
2

( )
y

D D y

Q P dxdy dxdy dy dx
x y

−

−

∂ ∂
− = − = − =

∂ ∂∫∫ ∫∫ ∫ ∫  

2 2
2 2

0
0 0

1 3 1 3(2 ( 2)) (3 ) (3 ) | 3.
2 2 3 2

y y dy y dy y= − − − − = − − = − = −∫ ∫  

 

 

2 -1      
С 

0 

B   2 

A   x 

y 

рис.39 
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Примеры для самостоятельного решения. 

Криволинейный интеграл первого типа. 

Вычислить следующие криволинейные интегралы: 

50. ,
C

xydl∫  где С - контур квадрата ayx =+ . 

51. 
2 2

,
4C

dl
x y+ +∫  где С - отрезок прямой, соединяющий точки О(0;0) и А(1;2). 

52. ,
C

xydl∫  где С - четверть эллипса ,12

2

2

2

=+
b
y

a
x  лежащая в первом квадранте. 

53. 2 ,
C

y dl∫  где С - первая арка циклоиды ).cos1(),sin( tayttax −=−=  

54. 2 2 ,
C

x y dl+∫  где С-дуга развёртки окружности 

),cos(sin),sin(cos tttaytttax −=+=  π20 ≤≤ t . 

55. ∫
+AB yx

dl
22

 по отрезку прямой ,42 =− yx  А(0,-2), В(4,0). 

Криволинейный интеграл второго типа.  

Вычислить следующие криволинейные интегралы: 

56. ∫ +−
ОА

xdydxyxy )(  по линиям 1) ,2xy =  2) ,2 2xy =  3) ,42 xy =  где О(0,0), А(1;2). 

57. ∫
+

−
С

dxyx )( 2  вдоль периметра прямоугольника, образованного прямыми 

линиями х=0,у=0,х=1,у=1. 

58. ∫ +
C

dyxdxy ,22  где С- верхняя половина эллипса ,sin,cos tbytax ==  

пробегаемая по ходу часовой стрелки. 

59. ∫ +−
C

xdydxya ,)2(  где С-дуга первой арки циклоиды ).cos1(),sin( tayttax −=−=  

Задачи на приложения криволинейного интеграла. 

60. Найти длину кардиоиды: tataytatax 2sinsin2,2coscos2 −=−= . 

61. Найти координаты центра тяжести дуги АВ винтовой линии 

btztaytax === ,sin,cos , если в каждой её точке линейная плотность 

пропорциональна аппликате этой точки; .,0 π== BA tt  

62. Найти площадь, ограниченную кардиоидой ttyttx 2sinsin2,2coscos2 −=−= . 
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63. Найти массу дуги ОА кривой ,23 xxy = если в каждой её точке М линейная 

плотность пропорциональна длине дуги ОМ, О(0;0),А(4; )
3

16 . 

64. Вычислить работу силы F
r

{y-z; z-x; x-y} вдоль винтовой линии L: 

btztaytax === ,sin,cos , π20 ≤≤ t  

Применяя формулу Грина вычислить криволинейные интегралы. 

65. 2 2 22( ) ( )
C

x y dx x y dy+ + +∫Ñ , где С - контур треугольника с вершинами А(1;1), 

В(2;2), С(1;3). 

66. 2 2 ,
C

x ydy xy dy− +∫Ñ  где С - окружность 222 Ryx =+ . 
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Варианты расчетно-графической работы 

 
1. Построить область интегрирования: 
 

∫ ∫
−1

0

2 2

),().1
x

x

dyyxfdx  ;),().2
0

2

0

42

dxyxfdy
y

∫ ∫
− −

 ∫ ∫
−

−

2

0

4

2

2

),().3
y

y

dxyxfdy   4). ;),(
1

0

2 2

∫ ∫
−x

x

dyyxfdx  5). ;),(
1

0

2
2

∫ ∫
− y

y

dxyxfdy   

6). ;),(
8

2

4

0
∫∫
−x

x

dyyxfdx  drrfd ),,().7
cos

0

2

2

∫∫
−

ϕ
π

π

ϕϕ  ∫ ∫
2

0

3

),().8
x

x

dyyxfdx   ∫ ∫
−

−

1

0

1

1

;),().9
x

x

dyyxfdx  ;),().10
2

6

2

2/2
∫ ∫
−

−x

x

dyyxfdx  

∫ ∫
1

0

3

2/2

;),().11
x

x

dyyxfdx ∫ ∫
−4

2

6

/1

;),().12
y

y

dxyxfdy  ∫ ∫
3

2 /1

;),().13
x

x

dyyxfdx  ∫∫
y

dxyxfdy
ln

0

4

3

;),().14  ;),().15
2

2

82

0
∫∫
−x

x

dyyxfdx  

∫ ∫
−2

0

8

2/

2

2

),().16
y

y

dxyxfdy  ;),().17
22

0

1

2/1
∫∫
−xx

dyyxfdx  ;),().18
1

0

2

∫ ∫
−

x

x

dyyxfdx  ;),().19
1

1

1

0 2
∫∫
−

−−

x

x

dyyxfdx  

∫∫
−

x

x

dyyxfdx
3

),().20
1

0

  ;),().21
2

0

3

4/2
∫ ∫

− y

y

dxyxfdy  ;),().22
)4(2

3/

12

0
∫∫

−x

x

dyyxfdx  ∫ ∫
−

−

2

1

2

2

2

;),().23
xx

x

dyyxfdx  

;),().24
24

3

1

0
∫∫
−x

x

dyyxfdx   ;),().25
2

3

1

0
∫∫
x

x

dyyxfdx  ;),().26
1

1

1

1

2

2
∫ ∫
−

−

−−

x

x

dyyxfdx  ∫∫
x

dyyxfdx
sin

0

2

0

;),().27
π

 

∫∫
−

−−−

2/)4(

2/)4(

2

2

2

2

;),().28
x

x

dyyxfdx ;),().29
221

0
∫∫
−xx

x

dyyxfdx  ∫∫
− 221

0

),().30
x

x

dyyxfdx . 

 
2. Вычислить повторный интеграл: 
 

;)().1
1

0

22
2

0
∫∫ −−+ dyyxxyxdx   ∫∫

x

x

dy
y
xdx

1
2

23

1

;).2  ;).3
ln

0

2

1
∫∫

y
xdxedy  ;).4

1
2

23

1

dy
y
xdx

x

x

∫∫   ;).5
32

1
∫∫

x

x

xydydx  

∫∫
x

x

dx
x
ydx

26

4

;).6  ;)2().7
2

0

1

1
∫∫ +

−

y

dxyxdy  ;)2().8
22

1
∫∫ −
x

x

dyyxdx  ;)().9
4

2
2

0 2
∫∫ −
x

dyyxdx  ;)2().10
3

2/

2

1 2
∫∫ +
x

x

dyyxdx  

∫∫
− y

y

xdxdy
6

/1

4

2

;).11  ∫∫
e

ydyxdx
1

4

0

;ln).12  ;)sin(cos).13
4/

0

22
4/

0
∫∫ +

ππ

dyyxdx  ;)().14
22

12

1

3
∫∫
−

−−

−
x

x

dyyxdx  

;)2().15
3

2

2

∫ ∫ +
x

x

dyyxdx  ;cos).16
1

0

2

0

2 ∫∫ ydyxdx
π

 ;sin).17
2

0

1

0

22∫ ∫
π

ϕϕ drrd  ;)().18
33

1
∫∫ −
x

x

dyyxdx  ;).19
2

2
1

0
∫∫
x

x

dyxydx  

;
)(

).20
3

2

2

1
∫∫ +

y

yx
dydx ;)25().21

5

2

32
3

1
∫∫ − dyyyxdx  ;

1
).22

1

0
2

21

0

dy
y

xdx∫∫ +
 ;

)1(
).23

1

0

1

0 2
3

22
∫ ∫

++ yx

ydydx  

∫ ∫ +
2/

0 0

;)sin().24
π π

dyyxxdx  ;
)1(

).25
1

0
2

1

0
∫∫ ++ yx

dydx  ∫∫
1

0

2

0

;).26 dyyedx xy  ;
1

).27
1

0
2

21

0

dy
y

xdx∫∫ +
 ;).28

1

0

1

0
∫∫ + dyedx yx  

∫∫
2/

0

2
2

0

;)cos().29
π

dyxyydx  ∫ ∫ +
2

0

2

0

)().30 dyyxxydx . 

 

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com
http://www.pdffactory.com


 40 

3.Вычислить двойной интеграл: 
 

∫∫ ≤≤
D

xxyDdxdyxy ;1;2:;).1 22  ∫∫ ≥≥≤+
D

yxyxDxydxdy ;0;0;1:;).2 22  

∫∫ ≥≤≥+
D

xyyxDdxdyyx ;;;0:;)cos().3 π  ;1;;2:;).4 2

2

≥≤≤∫∫ xyxyxDdxdy
y
x

D

  

;;:;)().5 222 xyxyDdydxy
D

≤≥+∫∫  ;:;).6 22223 RyxDdxdyyx
D
∫∫ ≤+  

;
4

;;4:;).7
2

2
3 xyxyyDdxdy

y
x

D

≥≤≤∫∫  ∫∫ −≤≥≥
D

xyyxDydxdy ;9;0;0:;).8 2  

;62;
4

;:;)9 ≤+≥≤∫∫ yxyxyDdxdy
D

π  ;2;;:;).10 ≤−−≥≤∫∫ yxxyxyDydxdy
D

 

;1;9;:;).11 2 x
yxyxyDdxdy

y
x

D

≤≤≥∫∫  ;1;;2:;).12 2

2

x
yxyxDdxdy

y
x

D

≥≤≤∫∫  

∫∫ −≤≤≥
D

xyxyxdxdyx ;2;;0;).13 23   ∫∫ −≥≤≤≥+
D

xyxyyyDdxdyxyx ;1;;1;0:;)2().14 2  

;3;;1:;).15 xyxyyDdxdyyx
D

≤≥≤∫∫  ∫∫ ≤+≥≥+
D

yxyxDdxdyyx ;3;0;0:;)().16  

;4:;)94().17 2222 ≤+++∫∫ yxDdxdyyx
D

 ∫∫ ≥≤≥+
D

xyyxDdxdyyx ;;
2

;0:;)sin().18 π  

;2;;0:;)23().19 22 ≤≤≥+−∫∫ yyxxDdxdyyxyx
D

 ∫∫ +≥≤++
D

xyyxDdxdyyx ;3
3
2;9:;)3()20 22  

∫∫ ≤−+≥≥+
D

yxyxDdxdyyx ;044;0;0:;)sin2(cos).21 π  ;2;;1:;ln).22 ≤≤≥∫∫ xxyxyDxdxdyy
D

 

∫∫ −
D

Dxdxdy;).23 треугольник с вершинами А(2,3),В(7,2),С(4,5). 

;
2
5;1:;).24 ∫∫ =+=

D

yxxyDxydxdy  ∫∫ ≤+≥+≤+
D

yxyxxyDdxdyyx ;12;4;2:;)().25 2  

∫∫ ≤+
D

yxDdxdy ;1:;).26 22  ∫∫ ==
D

yyxDydxdyx ;
2
1;2:;).27 22  

;;
2

;0:;)sin().28 xyyxDdxdyyx
D

===+∫∫
π  ∫∫ −=−=−

D

xyxyDdxdyyx ;12;2:;)().29 2  

∫∫ ≥≤≥+
D

xyyxDdxdyyx .;;0:;)cos().30 π  

 
4.Изменить порядок интегрирования: 
 

;),().1
22

2

2

1
∫∫
−

−

xx

x

yxfdx  ∫∫
−

x

xx

yxfdx
2

2

1

0 2

);,().2  ;),().3
1

ln

0
∫ ∫
e x

dyyxfdx  ;),().4
sin

0

2/

0
∫∫

x

dyyxfdx
π

 ;),().5
2

2

1

1

1

1
∫∫

−

−−−

x

x

dyyxfdx  

;),().6
2

3

1

0
∫∫
x

x

dyyxfdx  ;),().7
1

6

2

14/2
∫ ∫
−

−

−

x

x

dyyxfdx  ;),().8
22

0
∫∫

−xrx

x

r

dyyxfdx  ;),().9
22

1
∫∫
x

x

dyyxfdx  ;),().10
21

0

1

1
∫∫
−

−

x

dyyxfdx  

;),().11

2

2

4
3

1

4
3

1

2

2
∫∫

−

−−−

x

x

dyyxfdx  ;),().12
6

2

2

0
∫∫
−x

x

dyyxfdx  ;),().13
1

0
∫∫
y

y

dxyxfdy   
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;),().14
29

0

3

0
∫∫
−x

dyyxfdx  ;),().15
84

0
∫∫
− y

y

dxyxfdy  ;),().16
1

0

2

2
∫ ∫

−x

x

dyyxfdx  ∫ ∫
3

1

3

;),().17
x

x

dyyxfdx  ∫∫
y

y

dxyxfdy
1

2

1

;),().18  

;),().19
2

0

8 2

2
∫ ∫

−x

x

dyyxfdx  ∫∫
− 24

3

1

0

;),().20
x

x

dyyxfdx  ;),().21
2

0

8

2

2

2
∫ ∫

− y

y

dxyxfdy  ∫ ∫
−+

−

1

0

11

2

2

;),().22
y

y

dxyxfdy  

;),().23
2

2

1

2
)1(

1

0
∫∫
−

−

x

x

dyyxfdx  ∫∫
x

dyyxfdx
cos

0

2

0

;),().24
π

 ;),().25
1

0 2
∫ ∫

x

x

dyyxfdx  ∫ ∫
−

−

1

0

1

1

;),().26
x

x

dyyxfdx  

∫ ∫
−−1

0

22 2

2
3

;),().27
yy

y

dxyxfdy  ;),().28
1

0

23

∫ ∫
− y

y

dxyxfdy  ∫ ∫
−1

0

2

;),().29
y

y

dxyxfdy  ∫ ∫
2

0

sin

0

.),().30
π x

dyyxfdx  

 
5. Переходя к полярным координатам, вычислить двойной интеграл: 
 

∫ ∫
−

++
R xR

dxdyyx
0 0

22

22

;1).1  ;0;0;1:;).2 22

1 22
≥≥≤+∫∫ ++

yxyxD
D

yx

dxdy  

∫∫ ≤+−−
D

yxDdxdyyx ;4:;)325().3 22  ;:;).4 2222 RxyxDdxdyyxR
D
∫∫ ≤+−−  

2 2 2 25). arctg ; : 1; 9; ; 3;
3

x
y

D

xdxdy D x y x y y y x+ ≥ + ≤ ≥ ≤∫∫  ∫∫ ≤++
D

yxDdxdyyx ;9:;).6 2222  

;4:;sin).7 222222 ππ ≤+≤+∫∫ yxDdxdyyx
D

 ;4;1:;4)8 222222 ≤+≥+−−∫∫ yxyxDdxdyyx
D

 

∫∫ ≤++−

D

yx yxDdxdye ;4:;).9 22)( 22  ∫∫ ≥≤≥≤+−−
D

xxyxyyxDdxdyyx ;0;3;
3

;1:;1).10 2222  

;0;1:;
1

).11 22
22 ≥≤+

++∫∫ yyxD
yx

dxdy

D

 ∫∫ ≤++
D

xyxDdxdyyx ;4:;)().12 2222  

;10;01;1:;).13 22 ≤≤≤≤−≤+∫∫ yxyxDydxdy
D

 ;0;0;1:;).14 2222 ≥≥≤++∫∫ yxyxDdxdyyx
D

 

;;:;)ln().15 42222222 eyxeyxDdxdyyx
D

≤+≥++∫∫  ∫∫ ≤+−
D

yxDdxdy
x
y ;:;)1().16 222

2

2

π  

;0;1:;
1

).17 2
22 ≥−≤

++∫∫ yxyD
yx

dxdy

D

 ;;
9

:;
sin

).18 222
2

22

22

22

π
π

≤+≥+
+

+
∫∫ yxyxD

yx

yx

D

 

;16;4:;).19 222222 ≤+≥++∫∫ yxyxDdxdyyx
D

 ;0;;9:;).20 22 ≥≥≤+∫∫ xxyyxDxydxdy
D

 

∫∫ ≤+≥++
D

yxyxDdxdyyx ;;
4

:;cos).21 22
2

2222 π
π  

∫∫ ≥≤+≥≥+
D

yyxxyxDxydxdy ;0;4;0;1:;).22 2222  

;0;3;
3

;4:;).23 22 ≥≤≥≤+∫∫ xxyxyyxDdxdy
y
xarctg

D

 

∫∫ −≥≤≤+−−
D

xyxyyxDdxdyyx ;;;9:;)321().24 22  ;0;0;:;
1

).25 222
22 ≥≥≤+

++∫∫ yxRyxD
yx

dxdy

D
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;10;01;4;1:;).26 2222 ≤≤≤≤−≤+≥+∫∫ yxyxyxDxdxdy
D

 

;0;3;
3

3;1:;).27 22 ≥≤≥≤+∫∫ xxyxyyxDxydxdy
D

 ;3;;4:;).28 22

22
xyxyyxD

yx
dxdy

D

≤≥≤+
+

∫∫  

∫∫ ≥≥≤+≥++
D

xxyyxyxDdxdyyx ;0;;4;2:;).29 222222  

.3;
3

;9;1:;).30 2222 xyxyyxyxDdxdy
x
yarctg

D

≤≥≤+≥+∫∫  

 
6. Вычислить площадь плоской фигуры, ограниченной линиями: 

 
;1;1,ln).1 −=−== yxyxy  ;0;cos;sin).2 === xxyxy  ;073;2;

4
).3 =−+== yxxyy π  

;64;62;3).4 =−=++= xyyxxy  ;0;3;25;1).5 2222 ===+=+ xxyyxxy  
;0;;2).6 22 ===+ xxyyyx  ;4;2).7 2222 xyxxyx =+=+  ;3;4).8 22 xyxxy =−=  

;52;4).9 22 −=+−= xyxy  ;6;).10 2 =+= yxxy  ;;2).11 2 xyxy −==  ;6;;9).12 === xxy
x

y  

;4;).13 2 −=−= xxy  ;
2

1;;4;0).14 −
=−===

xyxyyy  ;1
4

;2).15
2

−==+
xyyx  

;3;0;2).16 22 xyyxyx ===+  ;2;4).17 2 xyxy ==  ;4;2;).18 === xxyxy  
;2;4;).19 22 ±=== xxyxy  ;;2).20 2 xyxxy =−=  ;03;4).21 2 =++= yxxy  ;4;4;).22 22 === yxyxy  

;4;;4).23 === xxyxy  ;0;2).24 2 =+−= xyyyx  ;1;1).25 2 xyxy +=−=  ;2;).26 2 +== xyxy  
;10;4).27 =+= yxxy  ;0;2cos;cos).28 === yxyxy  ;0733;0132).29 2 =−−=+−+ yxxyy  

.0;;2).30 22 ===+ xxyyyx  
 

7. Вычислить объём тела, ограниченного следующими поверхностями: 
 

;0;1
424

;2).1 2 ==++= zzyxxy  );2(;0;0;;;).2 222 RazyoxRyxazyx ≥====+=++  
;0;0;1;0;1).3 ===+=++= yxyxzyxz  ;0;0;).4 ==++= zzyxxyz  

;4;2;0).5 2222 yxzyyxz −−==+=  ;0;0;0;3;).6 22 ====++= zyxyxyxz  
;0;0;0;6).7 22 ===+−= yxzyxz  ;0;0;0;0623).8 ====−++ zyxzyx  

;0;1
482

;4).9 2 ==++= zzyxxy  ;0;3;1).10 22 ==++=+ zzyxyx  ;0;41).11 22 =−−= zyxz  

;0;0;1;)12 22 ===−= zyxyxz  ;0;2).13 22 =+−= zyxz  ;0;5;9).14 22 ===+ zxzyx  
;0;0,0;0;3;;1).15 22 ≥≥≥===−−= zyxzxyxyyxz  ;0;2;).16 2222 ==++= zxyxyxz  

2 2 2 2 217). 4; 1;( )x y z x y вне цилиндра+ + = + =  ;4;22).18 2222 yxzyxz −−=++=  
2 2 2 2 219). 3 ; 4;( );x y x x y z внутри параболоида+ = + + =  

2 2 2 220)4 16 ; 0; 4( );z x y z x y вне цилиндра= − − = + =  ;1;4312;1
4

)21 2
2

=−−==+ zyxzy
x  

0;
2

;4).22
2

2 ==−= zxyyz    );0(;0;0;;1)23 2

2

2

2

≥====+ xzyx
a
by

c
z

a
x  

;0;0;0);0(;1243;9).24 2 ===≥=+−= zyxyyxyz  );0(42;0;0;0;4).25 2 ≥=+===−= xyxzyxxz  
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;;0;0;1;).26 222 yxzzxyxy +=====  ;
2

;01232;0;0;0).27
2yzyxxyz ==−+===  

;1;4;4;0;0;0).28 22 ++====== yxzyxzyx  ;
64

;3;2;0;0;0).29
22 yxzyxzyx +======  

.6,).30 2222 yxzyxz +−=+=  
 

8.1. Найти координаты центра тяжести однородной пластинки, ограниченной 
линиями: 
 

;2;1;;2).1 22 ==== xxxyxy  ;2;).2 2 =+= yxxy  ;0),cos1().3 =+= ϕϕar  ;;).4 22 xyxy ==  

;1
94

).5
22

=+
yx  ;

4
;,sin).6 π

== xосьюOxxy  ;cos4;cos2).7 ϕρϕρ ==  ;0;2).8 2 =−= yxxy  

;1;).9 2 == yxy  ;2;2).10 2 == xxy  ;20;2sin).11 πϕϕρ ≤≤= a  ;2;1;2;).12 22 ==== xxxyxy  
;42;44).13 22 +−=+= xyxy  ;;0;0;sin).14 π==== xxyxy  ;6;0;8).15 2 =+== yxyxy  

;;2).16 xyxy ==  );0(;3;4).17 2 ≥=+= yyxxy  ;8;).18 22 xyxy −==  
;2;1;;2).19 22 ==== xxxyxy  ;;1).20 2xyy ==  

 
8.2. Найти момент инерции площади, ограниченной линиями, относительно оси 
Ох: 
 

21). 2 ; ;y x y x= =  ;0;3;2).22 ==+= xxyxy  ;0;cos;sin).23 === xxyxy  ;0;4).24 2 =−= yxy   
8.3. Найти момент инерции площади, ограниченной линиями, относительно оси 
Оу: 

);0(;3;4).25 2 ≥=+= yyxxy  ;0;4).26 2 =−= yxy  ;2;2).27 2 == xxy  ;;2).28 xyxy ==  
;5;4).29 =+= yxxy   

 
30). Однородная пластинка имеет форму равнобедренного прямоугольного 

треугольника, длина гипотенузы которого равна 4b. Найти момент инерции 

относительно гипотенузы. 

 

9. Вычислить тройной интеграл: 
 

;0;0;1;:;).1 ≥≥≤+=∫∫∫ zyyxxyzVxydxdydz
V

 

;
2

,0,0,:;)cos().2 π
≤+≥≥≤+∫∫∫ zxzyxyVdxdydzxzy

V

 

∫∫∫ ≤≥≤≤
V

xyzzxyxVdxdydzzxy ;;0;;1:;).3 32  ;)1().4
1

0

1

0

1

0
∫∫∫

−−−

+
yxy

dzxdxdy  

∫∫∫ ≤++≥≥≥
V

zyxzyxVxyzdxdydz ;1;0;0;0:;).5  ∫∫∫ −−≤+≥
V

yxzyxzzdxdydz ;82;;).6 2222  

∫∫∫ ≤≥≤≥≤−=
V

zzyyxyyxVdxdydzxz ;3;0;2;0;2;2:;).7 22  
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;4;0;3;0;0:;)32().8 ≤≥≤+≥≥−+∫∫∫ zzyxyxVdxdydzzyx
V

 

∫∫∫ −≤≥≤≥≤≥
V

yzzyyxxVydxdydz ;1;0;1;0;2;0:;).9   

;4;3;2;0;0;0:;)().10 222 ≤≤≤≥≥≥++∫∫∫ zyxzyxVdxdydzzyx
V

 

∫∫∫ ≤≥+≥
V

zzyxzV
z

dxdydz ;4;1;:;).11 22  ∫∫∫ ≤≥+≤
V

zzyxzVdxdydzz ;6;2;:;).12 222  

∫∫∫ ≤≥−−≤
V

zzyxzVdxdydzz ;3;0;4:;).13 223  ;6;3;1)1(:;).14 22 ≤≥≤+−∫∫∫ zzyxV
z

dxdydz

V

 

;2;1;9;).15 222
2 ≤≤≤++∫∫∫ zxzyx

z
dxdydz

V

 

∫∫∫ ≤+≥≥≤≥−+
V

yxyxzzVdxdydzzyx ;4;0;0;3;0:;)32().16  

∫∫∫ ≤+≤≥≥≥
V

azxhyzyxVxdxdydz ;;;0;0;0:;).17  ∫∫∫ ≤≤++
V

zzyxVdxdydzyx ;1,:;)18 22222   

;10;2;
2
10:;).19 22 yxzxyxxVzdxdydz

V

−−≤≤≤≤≤≤∫∫∫  

∫∫∫ =+====++
V

bzyaxyxzVdxdydzzyx ;;;0;0;0:;)2()20  

;3;2;16:;).21 222
2 ≤≥≤++∫∫∫ yyzyxV

y
dxdydz

V

 

;4;2;1)1(:;).22 22 ≤≥≤+−∫∫∫ xxzyV
z

dxdydz

V
∫∫∫ ≥≤+≤

V

yyzxyVdxdydzy ;6;2;:;).23 222  

∫∫∫ ≤≥−−≤
V

xxzyxVdxdydzx ;1;0;4:;).24 223   ;4;1;:;).25 222 ==+=∫∫∫ xxzyxV
x

dxdydz

V

 

∫∫∫ ==++
V

zzyxVdxdydzyx ;1;:;).26 22222   ∫∫∫ ====++
V

zyxzyxVxyzdxdydz ;0;0;0;1:;).27 222  

∫∫∫ ====
V

zxxyxyzVdxdydzzxy ;0;1;;:;).28 32  

;1;0;0;0:;
)1(

).29 3 =++===
+++∫∫∫ zyxzyxV

zyx
dxdydz

V

 ;4;1;;).30 222 ≤≥+≤∫∫∫ zzyxz
z

dxdydz

V

 

 
10. Вычислить криволинейный интеграл вдоль контура треугольника с 
вершинами А(1,1), В(2,2), С(3,1) непосредственно и пользуясь формулой Грина, 
выбрав положительное направление обхода. 

 
;4)2().1 22 xydydxxy

L

+−∫   ∫ −+
L

dyxyxxydx ,)3(2).2 2   ∫ −+
L

dyxdxyxy ,7)2().3 22  

∫ −++
L

dyyxydxxy ,)2()3().4 222  ,)()().5 222∫ −+−
L

dyxxydxyx  ∫ +−
L

dyxdxxxy ,4)212().6 22  

∫ −+
L

xydydxyx ,5)().7 2  ∫ −++
L

dyyxdxxxy ,)2()4().8 22  ∫ −+−
L

dyyxdxxyx )8()32().9 22 , 

∫ ++−
L

dyyxdxxxy ,)()5().10 22  ∫ +−
L

dyxdxyx ,2)3().11 22  ∫ ++−
L

dyxxydxyxy ,)2()().12 22  

∫ ++
L

dyxdxxy ,2)4().13 22  ∫ −+
L

dyyxxydx ,)2(7).14 22   ∫ −++
L

dyyxdxxy ,)2()2().15 222  
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∫ −−
L

xydydxxy ,2)35().16 2   ∫ −++
L

dyyxdxyxy ,)()2().17 22   ∫ ++
l

xydydxyx ,3)2().18 22  

∫ ++
L

xydydxyx ,3)2().19 22  ,2)2().20 2∫ +−
L

xdydxxyx   ∫ −++
L

dyyxdxxxy ,)2()3().21 22  

∫ +−
L

dyxydxxyy ,4)().22 22   ∫ ++−
L

dyxyxdxxy ,)2()().23 22  ∫ −+
l

dyyxydxxy ,)2().24 22   

∫ ++
L

dyxdxyxy ,5)32().25 22  ∫ −++
L

dyxydxyxy ,)2()().26 222  ∫ +−
L

dyxdxxy ,2)3().27 222  

∫ ++−
L

dyyxdxyx ,)3()().28 222  ∫ −+
L

dyxdxyx ,2)5().29 222   ∫ ++
L

dyxdxxxy .8)3().30 22  
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