
oPREDELENIE PONQTIQ WEROQTNOSTI
� kLASSI^ESKOE (KOMBINATORNOE) OPREDELENIEeSLI SOBYTIE MOVET PRIWODITX K N RAWNOWOZMOV-NYM RAZLI^NYM ISHODAM, I W n SLU^AQH PROQWLQ-ETSQ PRIZNAK A, TO WEROQTNOSTX A ESTXP(A) = n=NRAWNOWOZMOVNO � RAWNOWEROQTNO?
� ~ASTOTNOE OPREDELENIEpUSTX SOBYTIE POWTORQETSQ BOLX[OE ^ISLO RAZ NI W n SLU^AQH OBLADAET PRIZNAKOM A. eSLI ISHO-DY SOBYTIJ W \TOJ POSLEDOWATELXNOSTI WZAIMNONEZAWISIMY, TO WEROQTNOSTX PRIZNAKA AP(A) = limN!1n=N
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� aKSIOMATI^ESKOE OPREDELENIErASSMOTRIM PROSTRANSTWO 
, \LEMENTY KOTORO-GO NAZOWEM \LEMENTARNYMI SOBYTIQMI. oPREDELIMW NEM MERU, NAZYWAEMU� WEROQTNOSTX�, OBLADA�-℄U� SLEDU�℄IMI SWOJSTWAMI:(1) dLQ L�BOGO \LEMENTARNOGO SOBYTIQ ILI MNO-VESTWA SOBYTIJ A 2 
 P(A) � 0(2) wEROQTNOSTX, SWQZANNAQ SO WSEM PROSTRANST-WOM, P(
) = 1(3) eSLI MNOVESTWA \LEMENTARNYH SOBYTIJ A IB NE IME�T OB℄IH \LEMENTOW, WEROQTNOSTX OB_-EDINENIQ A I B PREDSTAWLQET SOBOJ SUMMU DWUHSOOTWETSTWU�℄IH WEROQTNOSTEJ:P(A [B) = P(A) + P(B)
sLEDSTWIE: pUSTX � | PUSTOE MNOVESTWO SOBY-TIJ. tOGDA � [ 
 = 
, I 
 NE IMEET OB℄IH\LEMENTOW S �. sLEDOWATELXNO,P(
 [�) = P(
) + P(�) = P(
)I P(�) = 0

2



dRUGIE SLEDSTWIQ AKSIOM WEROQTNOSTI:P(A) = 1� P(A), GDE A KOMPLEMENTARNO AP(A [A) = 10 � P(A) � 1ESLI A � B, TO P(A) � P(B)sLOVENIE WEROQTNOSTEJpUSTX C = (A [ B) � A + B ESTX MNOVEST-WO \LEMENTARNYH SOBYTIJ, KOTORYE WSTRE^A�TSQ LI-BO W A, LIBO W B, LIBO I W TOM I W DRUGOM. pUSTXD = (A \ B) � AB ESTX MNOVESTWO TEH SOBYTIJ,KOTORYE WSTRE^A�TSQ ODNOWREMENNO KAK W A, TAK I WB. P(C) = P(A) + P(B)� P(D)eSLI NABORY SOBYTIJ ISKL�^A�T DRUG DRUGA, T.E.D =�, TO P(C) = P(A) + P(B) 3



uMNOVENIE WEROQTNOSTEJpUSTX SOBYTIE E1 MOVET OSU℄ESTWLQTXSQ n1 SPOSOBA-MI, SOBYTIE E2 | n2 SPOSOBAMI, A SOBYTIE E1 \E2| n12 SPOSOBAMI, PRI^EM POLNOE ^ISLO WOZMOVNYH IS-HODOW RAWNO N .P(E1) = n1N , P(E1E2) = n12NP(E1E2) = n1N � n12n1 = P(E1)n12n1n12n1 | WEROQTNOSTXE2 PRI USLOWII, ^TO PROIZO[LOE1ILI USLOWNAQ WEROQTNOSTX SOBYTIQ E2, P(E2=E1).P(E1E2) = P(E1) � P(E2=E1)eSLI TOT FAKT, ^TO E1 PROIZO[LO, NE WLIQET NA WERO-QTNOSTX SOBYTIQ E2, TO GOWORQT, ^TO SOBYTIE E2 NEZAWISIT OT SOBYTIQ E1. tOGDA P(E2=E1) = P(E2)I P(E1E2) = P(E1)P(E2). 4



dISKRETNYE RASPREDELENIQsOBYTIE E S NESKOLXKIMI RAZLI^NYMI ISHODAMI NA-ZYWAETSQ SLU^AJNYM. eSLI E | PEREMENNAQ ^ISLOWAQWELI^INA, TO TAKAQ WELI^INA NAZYWAETSQ SLU^AJNOJ.eSLI SU℄ESTWUET LI[X KONE^NOE ^ISLO � ISHODOW ei SO-BYTIQ ILI BESKONE^NOE S^ETNOE ^ISLO ISHODOW, TO KAV-DOMU ei PRIPISYWAETSQ WEROQTNOSTX Pi, T.E.P(E = ei) = Pi.mNOVESTWO ZNA^ENIJ WEROQTNOSTEJ Pi MY NAZYWAEMDISKRETNYM RASPREDELENIEM WEROQTNOSTI.
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bINOMIALXNOE RASPREDELENIE (�=2)pUSTX U SOBYTIQ 2 ISHODA: "BLAGOPRIQTNYJ" S WEROQT-NOSTX� p I "NEBLAGOPRIQTNYJ" S WEROQTNOSTX� 1� p.nAJDEM WEROQTNOSTX r BLAGOPRIQTNYH ISHODOW PRI POL-NOM ^ISLE ISHODOW N . w \TOM SLU^AE r | SLU^AJNAQWELI^INA, PROBEGA�℄AQ ZNA^ENIQ OT 0 DO N .P(r) = CrNpr(1� p)N�r = N !r!(N�r)!pr(1� p)N�rrASPREDELENIE SLU^AJNOJ WELI^INY r | BINOMIALXNOE(bERNULLI), IMEET 2 PARAMETRA: p I N .zAMETIM, ^TOPNr=0P(r) = [p+ (1� p)℄N = 1,KAK I DLQ L�BOGO DISKRETNOGO RASPREDELENIQ.
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wEROQTNOSTX POGLO℄ENIQ ^ASTICY WPOGLOTITELE ". kAKOWA WEROQTNOSTXZAPUSKA S^ET^IKA (S^ET^IK SRABATY-WAET PRI POPADANII HOTQ BY ODNOJ^ASTICY)?OBE POGLOTILISX "2ODNA POGLOTILASX 2"(1� ")OBE PRO[LI (1� ")2qSNO, ^TO PP = ["+ (1� ")℄2 = 1WEROQTNOSTX ZAPUSKA p = 1� "2
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dETEKTOR OHWATYWAET TELESNYJ UGOL � �4� STERADIAN,� < 1. iZ MESTA WSTRE^I PU^KOW WYLETAET N ^ASTIC,RASPREDELENNYH IZOTROPNO. nAJTI AKSEPTANS (WEROQT-NOSTX GEOMETRI^ESKOGO POPADANIQ)."k = CkN�k(1� �)N�koBY^NO DLQ ZAPUSKA DETEKTORA TRE-BUETSQ NE MENEE 2-H ^ASTIC."tot = 1�"0�"1 = 1�(1��)N�N�(1� �)N�1wEROQTNOSTX ZAREGISTRIROWATX WSE N ESTX "N = �N�= 0:5N 2 3 4 7 10"tot 0.25 0.5 0.69 0.94 0.99"N 0.25 0.125 0.062 0.008 0.001 8



rASPREDELENIE pUASSONA (� =1)dOPUSTIM NAS INTERESUET WEROQTNOSTX TOGO, ^TO ZADANNYJ PROMEVUTOK WREMENI PROIZOJDET r SOBYTIJ.pRI \TOM WYPOLNQ�TSQ SLEDU�℄IE PREDPOLOVENIQ:
� sOBYTIE W MOMENT t NE ZAWISIT OT ISTORII, T.E.SOBYTIJ DO MOMENTA t
� wEROQTNOSTX SOBYTIQ ZA MALYJ INTERWAL WREME-NI Æt PROPORCIONALXNA DLITELXNOSTI INTERWALAP1(t; t+ Æt) = �Æt+ o(Æt)
� wEROQTNOSTX DWUH ILI BOLX[EGO ^ISLA SOBYTIJ ZATOT VE PROMEVUTOK MALA P�2(t; t+ Æt) = 0 +o(Æt)

wY^ISLIM W \TIH PREDPOLOVENIQH WEROQTNOSTX TOGO,^TO ZA (0; t) PROIZOJDET r SOBYTIJ. 9



zA PROMEVUTOK WREMENI (0; t+ Æt) NE PROIZOJDET NIODNOGO SOBYTIQ, ESLI NE BUDET SOBYTIJ W INTERWALAH(0; t) I (t; t+ Æt), T.E.P0(t+ Æt) = P0(t)(1� �Æt+ o(Æt))P0(t+Æt)�P0(t)Æt = ��P0(t)PRI Æt! 0 POLU^IM dP0(t)dt = ��P0(t)rE[ENIE \TOGO URAWNENIQ P0(t) = Ae��t. pRI t = 0IMEEM P0(0) = 1; ZNA^IT, A = 1 I P0(t) = e��t
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oDNO SOBYTIE: eSLI r = 1, TO LIBO SOBYTIE PROIZO-[LO W INTERWALE (0; t), LIBO W (t; t+ Æt). tOGDAP1(t+Æt) = P1(t)(1��Æt+o(Æt))+P0(t)(�Æt+o(Æt)),P1(t+Æt)�P1(t)Æt = ��P1(t) + �P0(t)PRI Æt! 0 POLU^IM dP1(t)dt = ��P1(t) + �e��t.rE[ENIE \TOGO URAWNENIQ P1(t) = �te��t.w OB℄EM SLU^AE: pRI r � 1dPr(t)dt = ��Pr(t) + �Pr�1(t)
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iTAK, Pr(t) = (�t)rr! e��t.nAJDEM POLNU� WEROQTNOSTX (WEROQTNOSTX L�BOGO ZNA-^ENIQ r).P1r=0Pr(t) = e��tP1r=0 (�t)rr! = e��t � e�t = 1,KAK I SLEDOWALO OVIDATX.Pr(t) NAZYWAETSQ RASPREDELENI-EM pUASSONA DLQ SLU^AJNOJ WELI-^INY r I SODERVIT EDINSTWENNYJPARAMETR �.pRI r = 0: P0(t) = e��tpRI r = 1: P1(t) = �te��t
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sWQZX BINOMIALXNOGO RASPREDELENIQ SRASPREDELENIEM pUASSONApUSTX ISTO^NIK ISPUSKAET W SREDNEM �t ^ASTIC ZA IN-TERWAL WREMENI (0; t). rAZOBXEM \TOT INTERWAL NA NINTERWALOW, W KAVDOM IZ KOTORYH ESTX WEROQTNOSTX pNABL�DATX ODNU ^ASTICU. wEROQTNOSTX NABL�DATX r^ASTIC W N INTERWALAH:Pr(t) = CrNpr(1� p)N�rsREDNEE ^ISLO ^ASTIC Np = �t, T.E. p = �t=NPr(t) = N(N�1):::(N�r+1)r! (�tN )r(1� �tN )N�r =N(N�1):::(N�r+1)Nr (�t)rr! (1� �tN )N�r = 1(1� 1N )(1�2N ):::(1� r�1N )(�t)rr! � (1��tN )N(1��tN )r .limN!1Pr(t) = (�t)rr! e��ttAKIM OBRAZOM, BINOMIALXNOE RASPREDELENIE STREMIT-SQ K RASPREDELENI� pUASSONA PRI N !1 I FIKSIRO-WANNOM Np. 13



rASPREDELENIE pUASSONA Pr(�) = �rr! e��.dLQ PRAKTI^ESKIH WY^ISLENIJ UDOBNA FORMULA sTIR-LINGA r! � p2�r(re)rsLOVENIE (SWERTKA) DWUH pUASSONOWSKIH RASPREDELE-NIJ. eSTX 2 SLU^AJNYE NEZAWISIMYE WELI^INY, RASPRE-DELENNYE PO pUASSONU, n1 S PARAMETROM �1 I n2 SPARAMETROM �2. kAK RASPREDELENA SLU^AJNAQ WELI^INAn= n1+ n2?Pn = Xn1;n2P (1)n1 � P (2)n2 = nXn1=0P (1)n1 � P (2)n�n1 =nXn1=0 e��1�n11n1! � e��2 �n�n12(n� n1)! = e�(�1+�2)n! �
nXn1=0Cn1n �n11 �n�n12 = e�(�1+�2)n! (�1+ �2)nsNOWA POLU^AEM RASPREDELENIE pUASSONA S PARAMETROM(�1+ �2)! 14



nEPRERYWNYE RASPREDELENIQpUSTX X | SLU^AJNAQ WELI^INA, PRINIMA�℄AQ L�BYEZNA^ENIQ W INTERWALE a � X � b.eSLI P(X = x) 6= 0, TO Px P(X = x) =1 > 1.eSLI P(X = x) = 0, TO Px P(X = x) = 0?sUMMIROWANIE PROISHODIT PO NES^ETNOMU MNOVESTWUTO^EK x!bUDEM GOWORITX O WEROQTNOSTI TOGO, ^TO X ZAKL�^ENOW MALOM INTERWALE P(x � X � x+dx) = f(x)dx �0f(x)dx = P(a � X � x+ dx)� P(a � X � x) =F(x+ dx)� F(x)
f(x) = dF(x)dx � 0; F(y) = yRa f(x)dxf(x) | PLOTNOSTX WEROQTNOSTI ILI FUNKCIQ NEPRE-RYWNOGO RASPREDELENIQ. 15



w NAIBOLEE OB℄EM SLU^AE �1 < X < +1 I TOGDA
F(x) = P(�1 < X � x) = xR�1 f(y)dy,
PRI^EM +1Z�1 f(x)dx = 1
F(x) NAZYWAETSQ RASPREDELENIEM NAKOPLENNOJ WEROQT-NOSTI. |TO NEUBYWA�℄AQ FUNKCIQ S PREDELXNYMI ZNA-^ENIQMIF(�1) = 0; F(+1) = 1.
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rAWNOMERNOE RASPREDELENIEeSLI WSE ZNA^ENIQ SLU^AJNOJ WELI^INY, LEVA℄IE W IN-TERWALE [a; b℄ RAWNOWEROQTNY, TO PLOTNOSTX WEROQTNOS-TI I RASPREDELENIE NAKOPLENNOJ WEROQTNOSTI:0 0 PRI �1 < x < af(x) = n 1b�a F(x) = n x�ab�a PRI a � x � b0 1 PRI b < x <+1
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zADA^A. pUSTX SLU^AJNYE WELI^INY x1, x2 NEZAWISIMYI RASPREDELENY RAWNOMERNO, KAVDAQ W INTERWALE [0;1℄.nAJTI RASPREDELENIE WELI^INY x = x1+ x2.P(x) = 1Z0 P (1)(x1)P (2)(x� x1)dx1
� PRI 0 � x � 1 PREDELY INTEGRIROWANIQ PO x1BUDUT OT 0 DO x, T.K. PRI x1 > x P (2)(x�x1) =0. w REZULXTATE INTEGRAL RAWENP(x) = xZ0 1 � dx1 = x
� PRI 1 � x � 2 PREDELY INTEGRIROWANIQ PO x1BUDUT OT x�1 DO 1, T.K. PRI x�x1 > 1 P (2)(x�x1) = 0. w REZULXTATE INTEGRAL RAWEN

P(x) = 1Zx�1 1 � dx1 = 2� x 18



� PRI x < 0 ILI x > 2 P(x) = 0



|KSPONENCIALXNOE RASPREDELENIE
f(x) = 8><>: 1ae�xa PRI 0 � x <10 PRI x < 0

F(x) = 8><>: 1� e�xa PRI 0 � x <10 PRI x < 0
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nORMALXNOE (gAUSSOWO) RASPREDELENIEf(x) = 1p2� 1�e�(x��)2=2�2
F(x) = 1p2�1� xZ�1 e�(t��)2=2�2dt
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oB℄IE HARAKTERISTIKI RASPREDELENIQ
� mATEMATI^ESKOE OVIDANIE SLU^AJNOJ WELI^INY xESTX SREDNEE ZNA^ENIE x S U^ETOM WEROQTNOSTI RE-ALIZACII KAVDOGO ZNA^ENIQ x.DISKRETNOE: NEPRERYWNOE:E(x) = Pr rP(x = r) E(x) = +1R�1 xf(x)dxE(x) ILI � HARAKTERIZUET POLOVENIE RASPREDELE-NIQ x
� mATEMATI^ESKOE OVIDANIE FUNKCII h(x) SLU^AJ-NOJ WELI^INY x ESTX SREDNQQ WELI^INA h(x) POWOZMOVNYM ZNA^ENIQM x.E[h(x)℄ = Pr h(r)P(x = r) (DISKRETNOE)E[h(x)℄ = +1R�1 h(x)f(x)dx (NEPRERYWNOE)
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� dISPERSIQ SLU^AJNOJ WELI^INY x RAWNA E[(x ��)2℄. eE OBOZNA^A�T D(x) ILI �2(x). � NAZYWA-�T SREDNIM KWADRATI^NYM ILI STANDARTNYM OT-KLONENIEM x. |TO MERA RAZBROSA x OTNOSITELXNOSREDNEGO ZNA^ENIQ �.
� aSIMMETRIQ RASPREDELENIQ HARAKTERIZUETSQ PARA-METROM 
1 = E[(x��)3℄�3 .
1 < 0 f(x) WYTQNUTA WLEWO OT �
1 = 0 f(x) SIMMETRI^NA OTNOSITELXNO �
1 > 0 f(x) WYTQNUTA WPRAWO OT �
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sWOJSTWA � I DE[h1(x) + h2(x)℄ = E[h1(x)℄ + E[h2(x)℄E[kh(x)℄ = kE[h(x)℄�2 = D(x) = E[(x� �)2℄ = E(x2 � 2�x+ �2) =E(x2)� 2�E(x) + �2 = E(x2)� 2�2+ �2 =E(x2)� �2D(kx) = E[(kx� k�)2℄ = k2D(x)
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wY^ISLENIE �, � DLQ OSNOWNYH RASPREDELENIJbINOMIALXNOE RASPREDELENIE S PARAMETRAMI N I pPr = CrNprqN�r, GDE q = 1� p
�= NXr=0 rN !(N � r)!r!prqN�r =

Np NXr=1 (N � 1)!(N � r)!(r � 1)!pr�1qN�r =
NpN�1Xs=0 (N � 1)!(N � s� 1)!s!psqN�s�1;GDE s = r � 1. tOGDA PRI n = N � 1 � =Np nP0 Csnpsqn�s = Np.

aNALOGI^NO POLU^IM
E(x2) = NP0 r2Pr = NP2 r(r � 1)Pr + NP1 rPr =N(N � 1)p2+Np 24



oTS�DA �2 = E(x2)� �2 = Np(1� p) = Npq.zAMETIM, ^TO � RASTET S N .



mOVNO ANALOGI^NO POKAZATX, ^TO E[(x � �)3℄ =Np(1� p)(1� 2p). tOGDA ASIMMETRIQ
1 = Np(1�p)(1�2p)(Np(1�p))3=2 = 1�2ppNp(1�p), T.E.
1 < 0, ESLI p > 12
1 = 0, ESLI p = 12
1 > 0, ESLI p < 12pRI FIKSIROWANNOM p DLQ L�BOGO p limN!1 
1 = 0.
pRIMER. pUSTX NOWAQ SLU^AJNAQ WELI^INA h(x) =x=N . tOGDAE( xN ) = NpN = p, D( xN ) = 1N2D(x) = NpqN2 = pqN I�( xN ) = qpqN .tIPI^NYJ PRIMER | WY^ISLENIE WEROQTNOSTI REGIST-RACII: WSEGO POPALO x SOBYTIJ IZ POLNOGO ^ISLA N .25



wEROQTNOSTX REGISTRACIIpUSTX DETEKTOR OHWATYWAET NEKOToRU� ^ASTX TELESNO-GO UGLA. wEROQTNOSTX REGISTRACII
"det = Rdet d�d
d
R4� d�d
d
 = �vis�totnA PRAKTIKE INTEGRAL PO TELESNOMU UGLU UDOBNO WY^IS-LQTX METODOM mONTE-kARLO, T.E. IMITIROWATX KARTINUSLU^AJNYMI ^ISLAMI. pUSTX N | POLNOE ^ISLO RAZYG-RANNYH SOBYTIJ, n IZ KOTORYH POPADA�T W DETEKTOR.tOGDA "det � nN = "0. qSNO, ^TO PRI FIKSIROWANNOMN WELI^INA n RASPREDELENA BINOMIALXNO. tOGDA W KA-^ESTWE OCENKI "det = "0 �qN"0(1� "0) 1N .dEJSTWITELXNO, D(n) = N"0(1 � "0), D("det) =1N2D(n).
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rASPREDELENIE pUASSONAPr = arr!e�a� = E(x) = 1Pr=0 rarr!e�a = a 1Pr=1 ar�1(r�1)!e�a =a 1Ps=0 ass!e�a = a, GDE s = r � 1.
iTAK, � = a
E(x2) = 1P0 [r(r�1)+r℄�re��r! = �21P2 �r�2e�� 1(r�2)!+� = �2+ �.oTS�DA D(x) = E(x2) � �2 = �2 + � � �2 = �,T.E. � = p� .nAKONEC, E[(x��)3℄ = �, PO\TOMU ASIMMETRIQ 
1 =��3=2 = ��1=2.
1 WSEGDA POLOVITELXNA I lim�!1 
1 = 0, T.E. S ROSTOM� RASPREDELENIE STANOWITSQ WSE BOLEE SIMMETRI^NYM.27



oPREDELENIE SE^ENIQ REAKCIIpUSTX W \KSPERIMENTE ZAREGISTRIROWANO n SOBYTIJIZU^AEMOJ REAKCII. nUVNO OPREDELITX POLNOE SE^ENIE�tot:n = L�tot"det, GDE L | INTEGRALXNAQ SWETIMOSTX,HARAKTERIZU�℄AQ INTENSIWNOSTX PU^KOW, IH RAZMERY I^ASTOTU WSTRE^I.n RASPREDELENO PO pUASSONU, T.E. D(n) = n I �n =pn.
oCENKA �tot = nL"det � pnL"det .
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rAWNOMERNOE RASPREDELENIE
�= bZa xb� adx = b2 � a22(b� a) = b+ a2 ;

T.E. SEREDINA INTERWALA, KAK I SLEDOWALO OVIDATX.
E(x2) = bRa x2b�adx = b2+ab+a23
D(x) = E(x2) � �2 = 4(b2+ab+a2)�3(a+b)212 =(b�a)212 , � = b�ap12
1 = 0, T.K. RASPREDELENIE SIMMETRI^NO.
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|KSPONENCIALXNOE RASPREDELENIEf(x) = 1ae�x=a
� = 1Z0 xae�xadx = a 1Z0 ye�ydy =
a[�ye�yj10 + 1Z0 e�ydy℄ = a

E(x2) = 1R0 x2a e�xadx = a2 1R0 y2e�ydy = a2[�y2e�yj10 +2 1R0 ye�ydy℄ = 2a2
D(x) = E(x2)� �2 = 2a2 � a2 = a2; � = a
1 = 2, T.E. RASPREDELENIE WYTQNUTO WPRAWO. 30



nORMALXNOE RASPREDELENIEf(x) = 1�p2�e�(x�a)2=2�2
�= +1Z�1 x�p2�e�(x�a)2=2�2dx

oBOZNA^IM ! = x�a� , d! = dx� , I, U^ITYWAQ, ^TO IN-TEGRAL OT NE^ETNOJ FUNKCII RAWEN 0,
� = 1p2� +1Z�1 (�!+ a)e�!2=2d! =

0+ ap2� +1Z�1 e�!2=2d! = a
iTAK, KAK I SLEDOWALO OVIDATX, �= a . 31



dISPERSIQ D(x) = E[(x� �)2℄ =+1Z�1 (x� �)2�p2� e�(x��)2=2�2dx = +1Z�1 �2!2p2� e�!2=2d! =
12�[��2!e�!2=2℄j1�1+ �2p2� +1Z�1 e�!2=2d! = �2;^TO TAKVE SLEDUET IZ PRINQTYH OBOZNA^ENIJ.i, NAKONEC, ASIMMETRIQ 
1 = 0, T.K. RASPREDELENIESIMMETRI^NO OTNOSITELXNO �.
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kAK [IRINA RASPREDELENIQ gAUSSA SWQZANA S �? oBY^NODLQ HARAKTERISTIKI [IRINY RASPREDELENIQ ISPOLXZU-�T [IRINU NA POLUWYSOTE FWHM (Full Width atHalf Maximum). f0 = f(�) = 1p2��f02 = 12p2�� = 1p2��e��2=2�2oTS�DA �2�2 = 2ln2 I � =p2ln2�FWHM = 2� � 2:3548�

33



kAKOWA WEROQTNOSTX TOGO, ^TO x LEVIT W INTERWALE�k�� WOKRUG SREDNEGO?� = P[��k�� � x � �+k��℄� k�0. 0.0.500 0.6740.683 1.0000.900 1.6450.950 1.9600.990 2.5760.9975 3.0000.999 3.261
INTERWAL WEROQTNOSTX WNUTRI WEROQTNOSTX SNARUVI1� 0.683 0.3172� 0.955 0.0453� 0.9975 0.0025
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kAKOWA WEROQTNOSTX TOGO, ^TO x MENX[E KAKOJ-TO FIK-SIROWANNOJ WELI^INY?P(x � �+ k�) = 1 � P(jx �

x

f(
x)

�j � k�)=2: tOGDA WERHNIE PRE-DELY NA RAZNYH UROWNQH DOSTO-WERNOSTI W EDINICAH �:P k0.84 10.9 1.240.95 1.6450.9775 2wAVNOSTX RASPREDELENIQ gAUSSA(DALEE 
ENTRALXNAQ PREDELXNAQTEOREMA): PRI WOZDEJSTWII MNO-GIH SLU^AJNYH FAKTOROW REZULXTIRU�℄EE RASPREDELE-NIE GAUSSOWO.
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lOGARIFMI^ESKOE NORMALXNOE RASPREDELENIEf(x) = 1�p2� � 1x � e�(lnx��)22�2
w \TOM SLU^AE PARAMETRY � I �
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UVE NE SOWPADA�T SO SREDNIM ZNA-^ENIEM I STANDARTNYM OTKLONE-NIEM. oBOZNA^IW y = lnx; dx =eydy,E(x) = 1p2�� 1Z�1 e�(y��)22�2 +ydy =
e�22 +� � 1p2�� 1Z�1 e�(y����2)22�2 dy = e�22 +�:

E(x2) = 1p2�� 1Z�1 e�(y��)22�2 +2ydy = e2�2+2�:
D(x) = E(x2)� (E(x))2 = e�2+2�(e�2 � 1):36



rASPREDELENIE kO[If(x) = 1� 11+x2; �1 < x <1rASPREDELENIE kO[I | ^ASTNYJ
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SLU^AJ WAVNOGO W FIZIKE ^AS-TIC RASPREDELENIQbREJTA{wIGNERAS PARAMETRAMI � I x0, OPISYWA-�℄EGO SE^ENIE REZONANSNOGO ROV-DENIQ.f(x) = 1� � �=2�2=4 + (x� x0)2|TO RASPREDELENIE SIMMETRI^NO OTNOSITELXNO x0, PO-\TOMU I SREDNEE ZNA^ENIE RAWNO x0:�= limR!1 1� +RZ�R x � �=2�2=4+ (x� x0)2dx =
x0+ limR!1 �4�[ln(�2=4+ (x� x0)2)℄R�R =
x0+ �4� limR!1 ln[ �2=4+R2�2=4+ (�R2)℄ = x0+037



dISPERSIQ RASPREDELENIQ bREJTA-wIGNERA:�2 = �=2� 1Z�1 (x� x0)2�2=4 + (x� x0)2dx =�=2� 1Z�1 [�24 � 1�2=4+ (x� x0)2℄dx =1� 1:t.E. DISPERSIQ BESKONE^NA.tEM NE MENEE, PARAMETR � HARAKTERIZUET [IRINU RAS-PREDELENIQ, PREDSTAWLQQ SOBOJ [IRINU PIKA NA POLU-WYSOTE FWHM.
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rASPREDELENIE lANDAUw QDERNOJ FIZIKE I FIZIKE ^ASTIC WAVNYM QWLQETSQRASPREDELENIE WEROQTNOSTI f(�; �) POTERX \NERGII� ZARQVENNOJ ^ASTICEJ PRI PROHOVDENII SLOQ WE℄EST-WA ZADANNOJ TOL℄INY. tAKOE RASPREDELENIE WPERWYEBYLO WY^ISLENO lANDAU.f(�; �) = 1��(�); 0 �� <1;
� = 2�NAe4z2�PZme
2PA � d�2; �0 = I2e�22me
2�2
2 ;� = 1� [�� �(log ��0 +1� 
E)℄:

NA { ^ISLO aWOGADRO, me I e { MASSA I ZARQD \LEK-TRONA, z { ZARQD ^ASTICY W EDINICAH e, PZ I PA {SUMMA ATOMNYH NOMEROW I ATOMNYH WESOW MOLEKULY WE-℄ESTWA, � { PLOTNOSTX, d { TOL℄INA SLOQ, I = I0Z PRII0 � 13:5eV { POTENCIAL IONIZACII, 
E = 0:5772{ POSTOQNNAQ |JLERA, � = v=
; 
 = 1=q1� �2.39



rASPREDELENIE OT BEZRAMERNOGO PARAMETRA �:
�(�) = 12�i �+i1Z��i1 e�ulogu��udu=
�(�) = 1� 1Z0 e�ulogu��usin�udu:

tAKOJ INTEGRAL WY^ISLQETSQ ^IS-
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LENNO. nA RISUNKE PRIWEDENY RAS-PREDELENIQ POTERX \NERGII �DLQ \LEKTRONA, PROHODQ℄EGO SLOJ4 MM GAZA ARGONA PRI RAZLI^NYHSKOROSTQH �. iZ-ZA BESKONE^NOGOHWOSTA W RASPREDELENII W STORO-NU BOLX[IH � SREDNEE ZNA^ENIEI MOMENTY WYSOKIH PORQDKOW DLQRASPREDELENIQ lANDAU NE SU℄ESTWU�T, T.E. INTEGRAL40



1R0 �nf(�)d� RASHODITSQ PRI n � 1. ~ISLENNO MOV-NO RAS^ITATX NAIBOLEE WEROQTNOE ZNA^ENIE W ZAWISI-MOSTI OT �.�mp = �[log(�=�0) + 0:198℄.



mOMENTY SLU^AJNOJ WELI^INYnA^ALXNYJ MOMENT n-GO PORQDKA SLU^AJNOJ WELI^INYx PO OPREDELENI� RAWEN �0n = E(xn) . zAMETIM, ^TO�00 = 1; �01 = �.
ENTRALXNYJ MOMENT n-GO PORQDKA SLU^AJNOJ WELI^I-NY x PO OPREDELENI� RAWEN �n = E[(x� �)n℄ . zA-METIM, ^TO �0 = 1; �1 = 0; �2 = �2.pOLNYJ NABOR MOMENTOW f�0ng ILI f�ng POLNOSTX�OPREDELQET RASPREDELENIE WEROQTNOSTI. ~ASTO SLU^A-ETSQ, ^TO PRO℄E NAJTI NABOR MOMENTOW NEIZWESTNOGORASPREDELENIQ, ^EM NEPOSREDSTWENNO FUNKCI� RASPRE-DELENIQ, A ZATEM IZ NABORA MOMENTOW POSTROITX RAS-PREDELENIE.
41



tEOREMA. eSLI DWE PLOTNOSTI WEROQTNOSTI f1(x) If2(x) IME�T ODINAKOWYE MOMENTY f�0ng I ESLI MOV-NO RAZLOVITX f1(x)� f2(x) W RQD PO STEPENQM x, TOf1(x) � f2(x).dOKAZATELXSTWO. pUSTX f1(x) � f2(x) = 
0 +
1x+ 
2x2 + : : :. tOGDA 1R�1[f1(x) � f2(x)℄2dx =1R�1[f1(x) � f2(x)℄[
0 + 
1x + 
2x2 + : : :℄dx =
0 R (f1� f2)dx+ 
1 R (xf1�xf2)dx+ 
2 R (x2f1�x2f2)dx+ : : : = 
0(1�1)+
1(�01��01)+
2(�02��02) + : : : = 0:sLEDOWATELXNO, f1(x) � f2(x)
42



pROIZWODQ℄IE FUNKCII MOMENTOWwWEDEM FUNKCI�, ZAWISQ℄U� OT WSEH MOMENTOW f�0ng,KOTORAQ SWODIT WESX NABOR f�0ng K EDINSTWENNOMU WY-RAVENI�. dLQ \TOGO WWEDEM WSPOMOGATELXNU� PEREMEN-NU� t.pROIZWODQ℄AQ FUNKCIQ NA^ALXNYH MOMENTOW SLU^AJNOJWELI^INY x:
M 0x(t) = E(ext) =

8>>>>><>>>>>:
1R�1 extf(x)dx;1Pr=0 ertPr:rAZLAGAQ \KSPONENTU W RQD, M 0x(t) = E[1 + xt +(xt)22! + (xt)33! + : : :℄ = 1+ �01t+ �02 t22!+ �03 t33!+ : : :
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iTAK, �0n | KO\FFICIENT PRI tnn!.dRUGOJ SPOSOB NAHOVDENIQ �0n IZM 0x(t) SOSTOIT W TOM,^TO PROIZWODQ℄U� FUNKCI� DIFFERENCIRU�T n RAZ.�nM 0x(t)�tn = 1Z�1 xnextf(x)dx:oTS�DA SLEDUET�nM 0x(0)�tn = 1Z�1 xnf(x)dx = �0n:
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pROIZWODQ℄AQ FUNKCIQ CENTRALXNYH MOMENTOW SLU^AJ-NOJ WELI^INY x:Mx(t) = E[e(x��)t℄; �= �01:
rAZLAGAQ \KSPONENTU W RQD,Mx(t) = E[1+(x��)t+(x� �)2 t22! + (x� �)3 t33! + : : :℄ = 1+ 0+ �2 t22! +�3 t33! + : : :,TAK ^TO �n | KO\FFICIENT PRI tnn!. zAMETIM, ^TOM(t) = e��tM 0(t) I M 0(t) = e�tM(t).eSLI DWE PROIZWODQ℄IE FUNKCII MOMENTOW M 0x1(t) IM 0x2(t) ODINAKOWY, TO I ISHODNYE RASPREDELENIQ WE-ROQTNOSTEJ SOWPADA�T.
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zA^EM NUVNY PROIZWODQ℄IE FUNKCII MOMENTOW?
� pO ZADANNOMU RASPREDELENI� WEROQTNOSTI LEGKONAJTI M(t), A, ZNA^IT, I MOMENTY �n. ~ASTO \TOPRO℄E, ^EM WY^ISLQTX MOMENTY IZ SAMOGO RASPRE-DELENIQ WEROQTNOSTI.
� pRI NAHOVDENII RASPREDELENIQ WEROQTNOSTI NE-SKOLXKIH SLU^AJNYH WELI^IN BYWAET LEG^E NAJTISPERWA Mx(t), A ZATEM UVE SAMO RASPREDELENIEf(x).

46



bINOMIALXNOE RASPREDELENIEPr = CrNpr(1� p)N�r
M 0(t) = 1X0 ertPr = 1X0 CrN(pet)r(1� p)N�r =

= (pet+1� p)N�M 0(t)�t = Npet(pet+1� p)N�1sLEDOWATELXNO, �= �01 = �M 0(0)�t = Np.�2M 0(t)�t2 = Npet(pet+1� p)N�1+N(N � 1)p2et(pet+1� p)N�2�02 = Np + N(N � 1)p2; �2 = �02 � (�01)2 =Np+ p2(N � 1)N �N2p2 = Np(1� p)
47



rASPREDELENIE pUASSONA Pr = �rr! e��
M 0(t) = e�� 1X0 (�et)rr! = e�(et�1);

�M 0(t)�t = �ete�(et�1)sLEDOWATELXNO, �01 = �.pROIZWODQ℄AQ FUNKCIQ CENTRALXNYH MOMENTOWM(t) = e��tM 0(t) = e�(et�t�1) =e�(1+t+t22!+t33!+:::�t�1) = e�(t22!+t33!+:::) =1+ �(t22! + t33! + : : :) + �22 (t22! + t33! + : : :)2+ : : :
kO\FFICIENT PRI t22! RAWEN �. zNA^IT, �2 = �2 = �.
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nORMALXNOE RASPREDELENIEf(x) = 1�p2�e�(x��)2=2�2
M 0(t) = 1�p2� +1Z�1 exte�(x��)2=2�2dxwYDELIM POLNYJ KWADRAT W \KSPONENTE:xt�(x��)2=2�2 = 12�2[2�2xt�x2+2x���2℄ =� 12�2[x2 � 2x(�2t + �) + �2℄ = � 12�2[(x � � �t�2)2 � 2�t�2 � t2�4℄ = 12�2[�(x� �� t�2)2℄ +�t+ t2�22 .M 0(t) = e�t+t22 �2 = [1+�t+�2t22+: : :℄[1+�2 t22!+: : :℄kO\FFICIENT PRI t �01 = �kO\FFICIENT PRI t22! �02 = �2+ �2sLEDOWATELXNO, �2 = �02 � (�01)2 = �2:
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rASPREDELENIE y = ax+ b
M 0y(t) = E(eyt) = E(ebt � eaxt) = ebtE(eaxt)zNA^IT M 0y(t) = ebtM 0x(at) .pUSTX x IMEET NORMALXNOE RASPREDELENIE SO SREDNIM� I DISPERSIEJ �2. tOGDAM 0x(t) = e�t+t22 �2M 0y(t) = e�at+t22 �2a2+bt = e(a�+b)t+t22 �2a2sLEDOWATELXNO, RASPREDELENIE WELI^INY y NORMALXNOESO SREDNIM a�+ b I DISPERSIEJ a2�2.

50



gAMMA-RASPREDELENIEf(x) = 1�!��+1x�e�x=�; 0 � x <1rASPREDELENIE S DWUMQ PARA-
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METRAMI � > �1 I � > 0.� ZADAET FORMU RASPREDELE-NIQ, � | MAS[TABNYJ MNO-VITELX. pRI � = 0 GAMMA-RASPREDELENIE PREWRA℄AETSQ W\KSPONENCIALXNOEf(x) = 1�e�x=�.dALEE UWIDIM, ^TO RASPREDELENIE �2 ESTX ^ASTNYJ SLU-^AJ GAMMA-RASPREDELENIQ.
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M 0(t) = 1�!��+1 1Z0 x�e�x=�extdx
pODSTAWIM �x=� + xt = �x�x�t� = �x1��t� I��+1 = ( �1��t)�+1(1� �t)�+1. tOGDA M 0(t) =1(1� �t)�+1 1Z0 ( 1�!)(1� �t� )�+1x�e�x(1��t)=�dx =

1(1� �t)�+1 1Z0 f(x;�; �1� �t)dx = 1(1� �t)�+1�M 0�t = (�+1)(1� �t)���2�;
�2M 0�t2 = (�+1)(�+2)(1� �t)���3�2
�01 = �M 0(0)�t = �(�+1); � = �(�+1)�02 = �2M 0(0)�t2 = �2(�+1)(�+2); 52



�2 = �02 � �021 = �2(� + 1)[� + 2 � � � 1℄ =�2(�+1); � = �p�+1



mNOGOMERNYE SLU^AJNYE WELI^INYsNA^ALA RASSMOTRIM PEREHOD OT ODNOMERNOJ SLU^AJNOJWELI^INY K DWUMERNOJ.
� dISKRETNYE X1 I X2:P[X1 = r1 I X2 = r2℄ = Pr1;r2Xr1 Xr2 Pr1;r2 = 1
� nEPRERYWNYE X1 I X2:P[x1 � X1 � x1 + dx1 I x2 � X2 � x2 +dx2℄ = f(x1; x2)dx1dx21Z�1 1Z�1 f(x1; x2)dx1dx2 = 1

53



hARAKTERISTIKI RASPREDELENIQ (SOWMESTNOJPLOTNOSTI WEROQTNOSTI)�x1 = E(x1) = R R x1f(x1; x2)dx1dx2�x2 = E(x2) = R R x2f(x1; x2)dx1dx2�2x1 = E[(x1 � �x1)2℄; �2x2 = E[(x2 � �x2)2℄sME[ANNYJ WTOROJ MOMENT (KOWARIACIQ)
D(x1; x2) = E[(x1 � �x1)(x2 � �x2)℄ =E[x1x2 � �x1x2 � �x2x1+ �x1�x2℄ =E(x1x2)� E(x1)E(x2)
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kO\FFICIENT KORRELQCII
�(x1; x2) = D(x1; x2)�x1�x2

� j�(x1; x2)j � 1wWEDEM yi = xi��xi�i ; i= 1;2o^EWIDNO �yi = 0; Dyi = 1
D(y1 � y2) = E[(y1 � y2)2℄� (�y1 � �y2)2 =Dy1+Dy2�2D(y1; y2) = 2(1��(x1; x2)) � 0:sLEDOWATELXNO, �1 � �(x1; x2) � 1 .
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� j�(x1; x2)j = 1 TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA x1I x2 SWQZANY LINEJNOJ ZAWISIMOSTX�.pUSTX x2 = ax1+ b:D(x1; x2) = E(x1 � x2) � E(x1)E(x2) =E(ax21+bx1)�E(x1)(aE(x1)+b) = a[E(x21)�E(x1)2℄ + b[E(x1)� E(x1)℄ = aD(x1);�(x1; x2) = aD(x1)�x1�jaj�x1 = ajaj = �1:
sLU^AJNYE PEREMENNYE x1; : : : ; xn WZAIMNO NEZAWISI-MY, ESLI IH SOWMESTNAQ PLOTNOSTX WEROQTNOSTI POL-NOSTX� FAKTORIZUETSQ:f(x1; : : : ; xn) = f1(x1)f2(x2) : : : fn(xn)eSLI X; Y WZAIMNO NEZAWISIMY, TO E(XY ) =R XY fx(X)fy(Y )dXdY = E(X)E(Y ). tOGDAD(X; Y ) =E(XY )� E(X)E(Y ) = 0 I �(X; Y ) = 0.kORRELQCIQ NEZAWISIMYH PEREMENNYH RAWNA NUL�. oB-RATNOE, WOOB℄E GOWORQ, NEWERNO.
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pEREMENNYE MOGUT BYTX NEKORRELIROWANY (� = 0), NONE OBQZATELXNO PRI \TOM NEZAWISIMYE.pUSTX X RASPREDELENO SIMMETRI^NO OTNOSITELXNO 0 SPLOTNOSTX� WEROQTNOSTI f(x), A Y = X2. X I YFUNKCIONALXNO SWQZANY, ZNA^IT, ZAWISIMY, A KORRELQ-CIQ �(X; Y ) = 0.dEJSTWITELXNO,E(X) = 0; E(Y ) = R X2f(X)dX = E(X2) =E(X2)� E(X)2 = D(X) = �2X :D(X; Y ) = E[(X � E(X))((Y � E(Y ))℄ =E[X(X2 � �2X)℄ = E(X3) � �2XE(X) = 0; T.K.f(x) SIMMETRI^NA.iTAK, �(X; Y ) = 0.
57



lINEJNYE SLU^AJNYE PEREMENNYEpUSTX Y = nPi=1 aiXi
E(Y ) = E(P aiXi) = P aiE(Xi) = P ai�i:D(Y ) = D(P aiXi) = E[(P aiXi � P ai�i)2℄ =E[(P ai(Xi � �i))2℄ = nPi=1 a2i E[(Xi � �i)2℄ +(i6=k)Pi Pk aiakE[(Xi��i)(Xk��k)℄ = nPi=1 a2iD(Xi)+2 n�1Pi=1 nPk=i+1 aiakD(Xi; Xk) = ~aD~a W MATRI^NOM WI-DE.D(Xi; Xk) | MATRICA WTORYH MOMENTOW ILI MATRICAO[IBOK ILI KOWARIACIONNAQ MATRICA.eSLI Xi NE KORRELIROWANY, TO D(Xi; Xk) = 0 PRIi 6= k I D(Y ) = nPi=1 a2iD(Xi). 58



pUSTX Xi | n RAZLI^NYH REZULXTATOW ODNOGO \KSPERI-MENTA. wWEDEM WYBORO^NOE SREDNEE�x = 1n nXi=1Xi:bUDEM S^ITATX, ^TO DLQ WSEH i E(Xi) = �; D(Xi) =�2. wOOB℄E GOWORQ, � NE SOWPADAET S �x. o^EWIDNO, ^TO�x | SLU^AJNAQ WELI^INA.E(�x) = E(1nPXi) = 1nP E(Xi) = 1n � n�= �
D(�x) = D(1nPXi) = 1n2PD(Xi)+ 2n2 (i6=k)P PD(Xi; Xk) =�2n + 2n2 (i6=k)P PD(Xi; Xk):dLQ NEZAWISIMYH ISPYTANIJ D(Xi; Xk) = 0 I�(�x) = qD(�x) = �pn.pRI NALI^II KORRELQCII WSE OPREDELQETSQ WELI^INOJ� 6= 0. dLQ DWUH ISPYTANIJ n = 2 �2(�x) =59



12�2+ 24�2� = 12�2(1+ �), T.K. D(X1; X2) = �2�.pOSKOLXKU �1 � � � 1, 0 � �2(�x) � �2.PRI � =+1 �x= X1 = X2 �2(�x) = �2PRI � = �1 X2 � �= �(X1 � �); �x= � �2(�x) = 0



zAKON BOLX[IH ^ISELmY UBEDILISX W TOM, ^TO WYBORO^NOE SREDNEE �x QWLQ-ETSQ HORO[EJ OCENKOJ SREDNEGO � GENERALXNOJ SOWOKUP-NOSTI. wERNO I BOLEE SILXNOE UTWERVDENIE: S ROSTOMOB_EMA WYBORKI WYBORO^NOE SREDNEE (S O^ENX BOLX[OJWEROQTNOSTX�) STREMITSQ K � KAK K SWOEMU PREDELU.�x n!1�! �sNA^ALA DOKAVEM DLQ PROIZWOLXNOJ SLU^AJNOJ WELI^I-NY x NERAWENSTWO ~EBY[EWA:P[jx� �j � k�℄ � 1k2|TO NERAWENSTWO SPRAWEDLIWO TOLXKO DLQ RASPREDELE-NIJ, U KOTORYH SREDNEE I DISPERSIQ KONE^NY.�2 = 1Z�1 (x� �)2f(x)dxrAZBIWAQ OBLASTX INTEGRIROWANIQ NA TRI ^ASTI,
�2 = h ��k�Z�1 + �+k�Z��k� + 1Z�+k� i(x� �)2f(x)dx

60



�2 � h ��k�Z�1 + 1Z�+k� i(x� �)2f(x)dx �
k2�2h ��k�Z�1 + 1Z�+k� if(x)dx = k2�2P[jx��j � k�℄;

OTKUDA I SLEDUET P[jx� �j � k�℄ � 1k2|TO NERAWENSTWO, WOOB℄E GOWORQ, WESXMA SLABOE. w SLU-^AE NORMALXNOGO RASPREDELENIQ:k P[jx� �j � k�℄ NERAWENSTWO ~EBY[EWA1 0.32 � 1.0002 0.045 � 0.2503 0.003 � 0.111
61



tEPERX PRIMENIM NERAWENSTWO ~EBY[EWA K WELI^INEWYBORO^NOGO SREDNEGO �x SO SREDNEKWADRATI^NYM OT-KLONENIEM �=pn:P[j�x� �j � k�pn℄ � 1k2 :wWEDQ OBOZNA^ENIE " = k�=pn; k = "pn=�; PEREPI-[EM NERAWENSTWO:P[j�x� �j � "℄ � �2n"2:wEROQTNOSTX PROTIWOPOLOVNOGO:P[j�x� �j < "℄ � 1� �2n"2:oTS�DA WIDNO, ^TO PRI n!1 �x! �.
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ENTRALXNAQ PREDELXNAQ TEOREMAtEOREMA. pUSTX SLU^AJNAQ WELI^INA x IMEET SREDNEEZNA^ENIE � I DISPERSI� �2. eSLI �2 KONE^NO, TO PRIOB_EME WYBORKI n ! 1 RASPREDELENIE WYBORO^NOGOSREDNEGO �x BUDET STREMITXSQ K NORMALXNOMU SO SRED-NIM � I DISPERSIEJ �2=n.dOKAZATELXSTWO. pROIZWODQ℄AQ FUNKCIQ CENTRALXNYHMOMENTOWMx(t) = E[e(x��)t℄ = 1+ 0+ �2t22! + �3t33! + : : :pUSTX ! = (x� �) 1�pn; E(!) = 0.
M!(t) = Ehe(x��)t�pn i =Mx( t�pn):M!(t) = 1+ �2 t22!�2n + �3 t33!�3npn + : : :=
1+ t22n + �3 t36�3npn + : : : : 63



wWEDEM PEREMENNU� z = �x���(�x) = (�x��)pn� =1n nPi=1 (xi��)pn� = nPi=1!i: mY UVE POKAZYWALI RA-NEE, ^TO PROIZWODQ℄AQ FUNKCIQ MOMENTOW DLQ SUMMYNEZAWISIMYH SLU^AJNYH WELI^IN ESTX PROIZWEDENIE IHpfm. tOGDAMz(t) = [M!(t)℄n = (1+ t22n+�3 t36�3npn+: : :)n:
Mz(t) n!1�! et2=2:nO et22 PREDSTAWLQET SOBOJ PROIZWODQ℄U� FUNKCI� MO-MENTOW DLQ NORMALXNOGO RASPREDELENIQ SO SREDNIM ZNA-^ENIEM 0 I DISPERSIEJ 1.z = (�x��)pn� ) �x = �+ z �pn:sLEDOWATELXNO, WELI^INA �x W PREDELE RASPREDELENA PONORMALXNOMU ZAKONU SO SREDNIM � I DISPERSIEJ �2=n.
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rASPREDELENIE WEROQTNOSTI DLQ FUNKCIISLU^AJNOJ WELI^INYpUSTX FUNKCI� f(x1; : : : ; xn), GDE xi | SLU^AJNYEPEREMENNYE, MOVNO RAZLOVITX W RQD tEJLORA WBLIZITO^EK E(x1) = �1; : : : ; E(xn) = �n: OPUSKAQ ^LENYWTOROGO PORQDKA I WY[E PO xi � �i,f(x1; : : : ; xn) = f(�1; : : : ; �n)+ nXi=1(xi��i) �f�xi����iE[f(x1; : : : ; xn)℄ � f(�1; : : : ; �n): nAJDEM DISPER-SI� (PERENOS O[IBOK).D(f) = E[(f�E(f))2℄ � E([X(xi��i) �f�xi����i℄2) =nXi=1 nXj=1 �f�xi����i �f�xj ����jE[(xi��i)(xj��j)℄ = ADAT ;
GDE A = ( �f�x1 ����1; : : : ; �f�xn����n); D | KOWARIACIONNAQMATRICA. eSLI xi NEZAWISIMY, TOD � nXi=1( �f�xi����i)2�2i 65



pRIMERY ISPOLXZOWANIQ FORMUL PERENOSAO[IBOK:
� nAJTI O[IBKU OTNO[ENIQ DWUH SLU^AJNYH WELI^IND(XY ), ESLI j�X j � �X ; j�Y j � �Y ; Y 6= 0.D(XY ) � �2X�2Y + �2Y�4Y �2X � 2�XY �X�Y �X�3Y =(�X�Y )2[�2X�2X + �2Y�2Y � 2�XY �X�Y�X�Y ℄:
� w \KSPERIMENTE NAJDENA WELI^INAm2e = 0:2611�0:0121 m\w2. oPREDELITX me.y = x2) D(y) = (2x)2D(x)) �x = �y2x.me = 0:5110� 0:0118m\w:
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rANEE MY POLU^ALI DLQ LINEJNOJ FUNKCII f = P aixiDISPERSI� D(f) = ADAT , GDE A = (a1; : : : ; an).|TOT VE REZULXTAT DAET I FORMULA PERENOSA O[IBOK.fORMULA PERENOSA O[IBOK TO^NA DLQ LINEJNYH FUNK-CIJ. dLQ OSTALXNYH \TO LI[X PRIBLIVENIE DLQ MALYHOTKLONENIJ xi � �i. ~TO DAET U^ET NELINEJNOSTI?f(x) = f(�) + (x� �)�f�� + (x��)22 �2f��2 + : : :E(f) = f(�) + 0+ D(x)2 �2f��2 = f(�) + �22 �2f��2:D(f) = E[(f � E(f))2℄ = E[((x � �)�f�� +(x��)22 �2f��2��22 �2f��2)2℄ = E[(x��)2f 02�+(x��)44 (f 00�)2+�44 f 002�+2(x��)32 f 0�f 00���2(x��)f 0�f 00��(x��)22 f 002��2℄ =�2f 0�2+ �44 f 00�2+ �44 f 00�2+ �3f 0�f 00�2� �42 f 00� =�2f 0�2+ 14(�4 � �4)f 00�2+ �3f 0�f 00�:
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dLQ NORMALXNOGO RASPREDELENIQ �3 = 0; �4 = 3�4 ID(f) = f 0�2�2+ 12f 00�2�4pUSTX f = ax+ bx2: f 0 = a+2bx; f 00 = 2b:D(f) = (a+2b�)2�2+2b2�4pRI a = 0 D(f) = 4b2�2�2+ 2b2�4; T.E. DOBAWKAZA S^ET NELINEJNOSTI ESTX 2b2�4=4b2�2�2 = �22�2:kAK I DOLVNO BYTX, EE WKLAD MAL PRI �� �.
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pEREJDEM K NAHOVDENI� FUNKCII RASPREDELENIQ FUNK-CII h(x) SLU^AJNOJ WELI^INY.
� wELI^INA x DISKRETNA.a) eSLI SU℄ESTWUET LI[X ODNO ZNA^ENIE x = x0,DLQ KOTOROGO h(x) = h(x0), TO P[h(x) =h0℄ = P[h(x) = h(x0)℄ = P[x= x0℄:b) eSLI SU℄ESTWUET NESKOLXKO ZNA^ENIJ x =x0; x1; : : : ; xm, DLQ KOTORYH h(x) = h(x0),TO P[h(x) = h0℄ = P[x = x0 ILI x =x1 : : : ILI x = xm℄ = mPi=0P[x = xi℄:
� wELI^INA x NEPRERYWNA. dANA f(x)dx =P[x � X � x+dx℄. tREBUETSQ NAJTI g(h)dh =P[h � H � h+ dh℄; GDE h = h(x).a) h(x) | ODNOZNA^NAQ FUNKCIQ x. nUVNO NAJ-TI MALYJ INTERWAL ZNA^ENIJ h, SOOTWETSTWU�℄IJZADANNOMU MALOMU INTERWALU ZNA^ENIJ x. 69



wOSPOLXZOWAW[ISX OBRATNOJ FUNKCIEJ x = x(h), PO-LU^IM f(x) = f [x(h)℄. pLOTNOSTX WEROQTNOSTI NEOT-RICATELXNA, PO\TOMUdx = jdx(h)dh jdh; f(x)dx = f [x(h)℄ � jdx(h)dh jdh:sLEDOWATELXNO, g(h) = f [x(h)℄ � jdx(h)dh j:b) h(x) | NEODNOZNA^NAQ FUNKCIQ x : h(x1) =h(x2) = : : : = h(xm). P[h � H � h + dh℄ =P[x1 � X � x1 + dx ILI x2 � X � x2 +dx ILI : : : ILI xm � X � xm + dx℄ = mPi=1P[x =xi℄: tOGDAg(h)dh = Xh(xi)=h f [xi(h)℄ � jdxi(h)dh jdh:
pRIMER. x RASPREDELENO W SOOTWETSTWII S NORMALXNYMRASPREDELENIEM SO SREDNIM ZNA^ENIEM 0 I EDINI^NOJDISPERSIEJ. nAJTI FUNKCI� RASPREDELENIQ h(x) =x2. 70



f(x) = 1p2�e�x2=2h(x) = x2 | NEODNOZNA^NAQ FUNKCIQ, x1(h) =ph; x2(h) = �ph.dx1;2dh = � 12ph. zNA^IT, g(h)dh = 2p2�e�h2 dh2ph =1(�12)!2�12+1h�1=2e�h=2dh = 1�!��+1h�e�h=�dh; GDE0 � h <1; �= �12; � = 2.iTAK, g(h) PREDSTAWLQET SOBOJ GAMMA-RASPREDELENIE.rANEE BYLO POKAZANO, ^TO PROIZWODQ℄AQ FUNKCIQ MO-MENTOW DLQ GAMMA-RASPREDELENIQ M 0h(t) = (1 ��t)���1; ILI W DANNOM SLU^AE M 0h(t) = (1 �2t)�1=2:pUSTX ESTX k NEZAWISIMYH xi, RASPREDELENNYH NOR-MALXNO SO SREDNIM 0 I DISPERSIEJ 1. kAK RASPREDELENAWELI^INA u = kPi=1x2i ?M 0u(t) = (M 0h(t))k = (1 � 2t)�k=2. |TO SNOWAGAMMA-RASPREDELENIE S PARAMETRAMI � = 2; � =k=2� 1. 71



wELI^INU u = kPi=1x2i BUDEM NA-
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ZYWATX �2 S k STEPENQMI SWOBO-DY. fUNKCIQ RASPREDELENIQ �2k :'(u) = 1(k2 � 1)!2k=2uk=2�1e�u=2rASPREDELENIE DOSTIGAET MAKSIMUMA PRI u = k � 2,A MATEMATI^ESKOE OVIDANIE WELI^INY u RAWNO k. nAJ-DEM MATEMATI^ESKOE OVIDANIE I DISPERSI� IZ PROIZ-WODQ℄EJ FUNKCII MOMENTOW.M 0(t) = (1� 2t)�k=2�M 0(t)�t = k(1� 2t)�k=2�1�2M 0(t)�t2 = k(k+2)(1� 2t)�k=2�2
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�02 = �2M 0(0)�t2 = k(k+2); D(�2k) = k2+2k�k2 = 2k72



lEGKO OBOB℄ITX PREOBRAZOWANIE RASPREDELENIQ WERO-QTNOSTI NA SLU^AJ NESKOLXKIH SLU^AJNYH WELI^IN.pUSTX x1; : : : ; xn NUVNO PREOBRAZOWATX W h1; : : : ; hn,GDE hi = hi(x1; : : : ; xn) DLQ KAVDOGO i. pLOTNOSTX WE-ROQTNOSTI DLQ hi:g(h1; : : : ; hn) = f [x1(~h); : : : ; xn(~h)℄����(x1;:::;xn)�(h1;:::;hn)���;GDE f(x1; : : : ; xn) | ISHODNAQ SOWMESTNAQ PLOTNOSTXWEROQTNOSTI, ����(x1;:::;xn)�(h1;:::;hn)��� | MODULX qKOBIANA PREOB-RAZOWANIQ.
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|KSPERIMENTALXNOE RAZRE[ENIEiDEALXNYE TEORETI^ESKIE RASPREDELENIQ WSEGDA ISKA-VA�TSQ PRI IZMERENII IZ-ZA NETO^NOSTI \KSPERIMENTA.dLQ SOBYTIQ S ISTINNYM ZNA^ENIEM PARAMETRA X BU-DET IZMERENO ZNA^ENIE X0. rASPREDELENIE IZMERQEMYHX0 OPREDELQETSQ NEKOTOROJ PLOTNOSTX� WEROQTNOSTI| HARAKTERISTIKOJ IZMERITELXNOGO PRIBORA I NAZY-WAETSQ FUNKCIEJ RAZRE[ENIQ r(X;X0).eSLI ISTINNAQ PLOTNOSTX WEROQTNOSTI RASPREDELENIQX ESTX f(X), TO PLOTNOSTX RASPREDELENIQ IZMERQE-MYH WELI^INg(X0) = Z r(X;X0)f(X)dX;GDE POSLE INTEGRIROWANIQ PO ISTINNOJ PEREMENNOJ XOSTALASX LI[X IZMERQEMAQ PEREMENNAQX0. |TO MOVETPRIWESTI K TOMU, ^TO X0 PRINIMAET ZNA^ENIQ, DLQ KO-TORYH f(X) = 0. 74



o^ENX ^ASTO RAZRE[ENIE OPISYWAETSQ NORMALXNYMRASPREDELENIEM, GDE � HARAKTERIZUET TO^NOSTX IZME-RENIJ: r(X;X0) = 1p2��e�(X�X0)22�2
� pUSTX IZMERQEMAQ WELI^INA X | KONSTANTA, T.E.X = a ILI ISTINNAQ PLOTNOSTX WEROQTNOSTIf(X) = Æ(X � a). tOGDAg(X0) = 1p2�� 1Z�1 Æ(X�a)e�(X�X0)22�2 dX =

1p2��e�(X0�a)22�2 ;T.E. PIK Æ FUNKCII RAZMYWAETSQ W KOLOKOL S CENT-ROM W TO^KE a I DISPERSIEJ �2.
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� pUSTX IZMERQEMAQ WELI^INA X RASPREDELENA NOR-MALXNO SO SREDNIM � I DISPERSIEJ �2. sWERTKADWUH gAUSSOW DAST gAUSS S DISPERSIEJ, RAWNOJ SUM-ME DISPERSIJ. pO\TOMUg(X0) = 1p2�r�2 + �2e� (X0��)22(�2+�2)w PREDELXNYH SLU^AQH:{ � � � (PRIBOR O^ENX TO^NYJ): ISKAVENIQ MA-LY g(X 0) � f(X 0){ � � � (PRIBOR WESXMA NETO^NYJ): IS-KAVENIQ WELIKI, WIDIMAQ [IRINA POLNOSTX�OPREDELQETSQ \KSPERIMENTALXNYM RAZRE[ENI-EM g(X 0) � N(�; �2){ � � � : NABL�DAEMAQ [IRINA � �p2
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� pLOTNOSTX WEROQTNOSTI RAWNOMERNA, T.E.
f(x) = 8>><>>: 1 PRI jxj � 120 PRI jxj > 12g(X0) = 1p2�� 1=2Z�1=2 e�(X�X0)22�2 dX =
1p2� (1=2�X0)=�Z(�1=2�X0)=� e�y22 dy;

PRI ZAMENE y = (X�X 0)� . ~ASTO ISPOLXZUET-SQ INTEGRAL WEROQTNOSTI erf(x) = 2p� xR0 e�t2dt.zAMENA z = tp2 PRIWODIT K erf(x) =1p2� xp2R�xp2 e�z2=2dz. erf( 1p2) = 0:688erf( 2p2) = 0:954
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g(X0) = 1p2� (1=2�X0)=�Z(�1=2�X0)=� e�y22 dy =
12[erf(0:5�X0�p2 )� erf(�0:5�X0�p2 )℄pUSTX \KSPERIMENTALXNOE RAZRE[ENIE � = 0:1, T.E.MNOGO MENX[E [IRINY ISTINNOGO RASPREDELENIQ, RAW-NOJ 1. pRI X 0 � 0:3 ARGUMENT PERWOGO erf ESTX 2p2,T.E. PERWYJ ^LEN � 0:954, A WTOROJ E℄E BLIVE K 1,ZNA^IT, g(X 0) � 1. s DALXNEJ[IM ROSTOM X 0 1-YJ^LEN MEDLENNO PADAET I STANOWITSQ ZAMETNO OTLI^NYMOT 1. pRI X 0 = 0:5 1-YJ ^LEN RAWEN 0, WTOROJ 1,T.E. g(X 0) = 0:5. pRI X 0 > 0:5 g(X 0) PRODOLVA-ET PADATX, NO OTLI^NA OT 0. iSHODNOE RASPREDELENIERAZMAZYWAETSQ, HOTQ W DOSTATO^NO BOLX[OJ OBLASTIjX 0j � 0:3 ONO NE MENQETSQ.
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s UHUD[ENIEM TO^NOSTI IZMERENIQ (ROSTOM �) ISHOD-NYJ PRQMOUGOLXNIK f(X) RASPOLZAETSQ SOWSEM, I PRI

� = 1 UVE PO^TI NE OTLI^AETSQ OT gAUSSA S � = 1.|TO ZNA^IT, ^TO PRI PLOHOJ TO^NOSTI MY WIDIM NE IS-TINNOE RASPREDELENIE, A PROSTO FUNKCI� RAZRE[ENIQ(APPARATURNU�). 79



kRITERIJ SOGLASIQ �2rASSMOTRIM SLU^AJNU� WELI^INU x, KOTORAQ MOVETPRINIMATX k ZNA^ENIJ x1; : : : ; xk W SLU^AE DISKRET-NOGO RASPREDELENIQ. eSLI x RASPREDELENA NEPRERYWNO,TO RAZOBXEM OBLASTX IZMENENIQ x NA k INTERWALOW (ILIBINOW, OT bin), TO TAKVE POLU^IM k WOZMOVNYH ISHODOW.pUSTX n | POLNOE ^IS-LO POWTORENIJ OPYTA, T.E.RAZNYH x, A ri | ^ASTOTAPOQWLENIQ ZNA^ENIQ xi.kXi=1 ri = nrASPREDELENIE WELI^INY ri | POLINOMIALXNOE ILIMULXTINOMIALXNOE, \TO OBOB℄ENIE BINOMIALXNOGO RAS-PREDELENIQ S k = 2:P(r1; : : : ; rk) = n!r1!r2! : : : rk!P r11 P r22 : : : P rkk ;GDE P(x = xi) = Pi: 80



kAVDOE IZ ri RASPREDELENO PO BINOMIALXNOMU ZAKONU:2 ISHODA | POLOVITELXNYJ S WEROQTNOSTX� Pi I OT-RICATELXNYJ S WEROQTNOSTX� 1 � Pi. o^EWIDNO, ^TOE(ri) = nPi. rANEE POKAZYWALI, ^TO BINOMIALXNOERASPREDELENIE SHODITSQ K RASPREDELENI� pUASSONA SOSREDNIM ZNA^ENIEM I DISPERSIEJ � = nPi. pOKAVEM,^TO RASPREDELENIE pUASSONA, W SWO� O^EREDX, S ROSTOM� SHODITSQ K NORMALXNOMU.Pr = e��r! �r; r! � p2�r(re)r; Pr � 1p2�re��+r(�r)r =1p2�rer��+rln�r :rAZLAGAQ PO OTKLONENI� �=�, GDE � = r � �; r =�+ �, Pr � 1p2��e�+(�+�)ln ��+�:pOKAZATELX \KSPONENTY: � + (� + �)ln 11+�� =�� (�+ �)ln(1 + �� ):t.K. ln(1+x) � x�x22 +x33 �: : :,��(�+�)ln(1+�� ) ���(�+�)(�� ��22�2) ����2� ��+�22� =��22� ; T.E. Pr � 1p2��e��22� . 81



wOZWRA℄AEMSQ K NA[EMU RASSMOTRENI� SLU^AJNOJ WE-LI^INY ri. pRI DOSTATO^NO BOLX[IH nPi (� 5) ri RAS-PREDELENA PRIMERNO PO gAUSSU SO SREDNIM ZNA^ENIEMnPi I DISPERSIEJ nPi. zNA^IT, RASPREDELENIE WELI^I-NY zi = ri�nPipnPi PRIBLIZITELXNO NORMALXNOE SO SRED-NIM ZNA^ENIEM 0 I EDINI^NOJ DISPERSIEJ. tOGDA WELI-^INA u = kPi=1 z2i = kPi=1 (ri�nPi)2nPi RASPREDELENA PRI-MERNO PO ZAKONU �2. ~ISLO STEPENEJ SWOBODY k � 1,T.K. NE WSE ri NEZAWISIMY, ESTX LINEJNOE SOOTNO[ENIEMEVDU ri: kPi=1 ri = n. w OB℄EM SLU^AE ^ISLO STEPE-NEJ SWOBODY � = k � t, GDE t | ^ISLO SOOTNO[ENIJ.pUSTX MY PROWERQEM GIPOTEZU, SOSTOQ℄U� W TOM, ^TOE(ri) = nPi (i = 1;2; : : : ; k). dLQ \TOGO WY^ISLIMWELI^INU u = kPi=1 (ri�nPi)2nPi I POSMOTRIM, NASTOLXKOLI HORO[O SOGLASIE MEVDU ri I nPi, ^TO u MOVNO RAS-SMATRIWATX KAK PRIEMLEMU� WYBORKU IZ RASPREDELENIQ�2. kRITERIEM PROWERKI GIPOTEZY SLUVIT SOPOSTAWLE-NIE WELI^INY u S TABLI^NYM ZNA^ENIEM �2k�1. 82



x 0 1 2 3 4 �5 n^ASTOTA rx 109 65 22 3 1 0 200wYBORO^NOE SREDNEE �x = P xrxP rx = 122200 = 0:61:gIPOTEZA. dANNYE OPISYWA�TSQ RASPREDELENIEM pUAS-SONA, T.E. Px = �xe��x! . w KA^ESTWE OCENKI PARAMETRA �WOZXMEM WYBORO^NOE SREDNEE �̂ = 0:61. tOGDA MOVNOWY^ISLITX nPi = 200(0:61)i � e�0:61 � (i!)�1:x 0 1 2 3 4 �5 nnPx 108.7 66.3 20.2 4.1 0.6 0.1 200dLQ PROWERKI GIPOTEZY PO KRITERI� �2 NEOBHODIMO,^TOBY W KAVDOM INTERWALE OVIDAEMOE ^ISLO SOBYTIJBYLO NE MENEE � 5. pO\TOMU POSLEDNIE TRI INTERWALAPROSUMMIRUEM:x 0 1 2 � 3rx 109 65 22 4nPx 108.7 66.3 20.2 4.8tEPERX WY^ISLIM u = P (rx�nPx)2nPx = (0:3)2108:7 +(1:3)266:3 + (1:8)220:2 + (0:8)24:8 = 0:32. 83



sKOLXKO LINEJNYH SOOTNO[ENIJ? 1)P rx = 200; 2)Pxrx= 122 (OCENIWALI � PO DANNOJ WYBORKE). tAKIM OBRA-ZOM, ^ISLO STEPENEJ SWOBODY �=4-2=2. sLEDOWATELXNO,WELI^INA u DOLVNA BYTX RASPREDELENA KAK �22. iZ TAB-LIC P(�22 � 0:32) � 0:85, T.E. S WEROQTNOSTX� 85%u MOVET BYTX BOLX[E 0.32.wYWOD: GIPOTEZA RAZUMNAQ. wEROQTNOSTX p TOGO, ^TO�22 > �2p :p 0.99 0.95 0.90 0.80 0.70 0.30 0.10 0.01�2p 0.020 0.10 0.21 0.45 0.71 2.41 4.61 9.21
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e+e� ! ��0�0 !�+���0�0e+e� ! !�0 !�+���0�0� | UGOL RASKOLLI-NEARNOSTI �+��
� Nexp N!� ��2!� N��� ��2���0� 30 45 31.9 5.34 62.8 5.0530� 60 42 48.9 0.97 53.2 2.4660� 90 37 43.7 1.04 36.3 0.0290� 120 28 33.9 1.03 23.5 0.86120� 150 26 24.5 0.09 14.9 8.31150� 180 22 17.0 1.45 9.3 17.34P 200 200 9.91 200 34.04P(�25) 0.078 2 � 10�6
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iNTERWALXNOE OCENIWANIE. rASPREDELENIEsTX�DENTA.pUSTX NEOBHODIMO OCENITX NEKOTORYJ PARAMETR. eSTXDWE WOZMOVNOSTI:
� TO^E^NOE OCENIWANIE x = a BEZ UKAZANIQ MERYUWERENNOSTI
� INTERWALXNOE OCENIWANIE xmin < x < xmax SUKAZANIEM MERY UWERENNOSTI. ~EM BOLX[E xmax�xmin, TEM WEROQTNEE INTERWAL SODERVIT ZNA^ENIEWELI^INY, T.E. WY[E MERA UWERENNOSTI.

kAK NAHODITX INTERWALY I MERY UWERENNOSTI?
86



pUSTX NUVNO NAJTI DOWERITELXNYJ INTERWAL DLQ PARA-METRA � SOWOKUPNOSTI. wELI^INA SAMOGO � NEIZWESTNA,ONA OCENIWAETSQ PO WYBORKE, WY^ISLQQb = f(x1; : : : ; xn):wELI^INA b IMEET NEKOTOROE RASPREDELENIE SO SREDNIME(b) = � I DISPERSIEJ D(b) = �2b .pO CENTRALXNOJ PREDELXNOJ TEOREME BOLX[INSTWO WY-BORO^NYH OCENOK IME�T RASPREDELENIE, BLIZKOE K NOR-MALXNOMU. tOGDA S POMO℄X� WEROQTNOSTEJ DLQ NOR-MALXNOGO RASPREDELENIQ MOVNO NAJTI INTERWAL (� �d; � + d), W KOTOROM LEVIT ZNA^ENIE �, WY^ISLENNOEPO WYBORKE. rE[AETSQ I OBRATNAQ ZADA^A | PO DANNOJWELI^INE WEROQTNOSTI NAJTI d.
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nAPRIMER, DLQ WEROQT-NOSTI 0.95 IZ TABLICNORMALXNOGO RASPREDE-LENIQ POLU^AEM d =1:96�b IP[��1:96�b� b � �+1:96�b℄ =0:95, ^TO \KWIWALENT-NO P[b� 1:96�b � � � b+ 1:96�b℄ = 0:95.w OB℄EM SLU^AE DOWERI-TELXNYJ INTERWAL ESTX[b � z�b; b+ z�b℄, GDEz POLU^AETSQ IZ WYBO-RO^NOGO RASPREDELENIQW ZAWISIMOSTI OT VELA-EMOGO DOWERIQ. �b MOVET BYTX IZWESTNO IZ APRIOR-NOJ INFORMACII O SOWOKUPNOSTI, W PROTIWNOM SLU^AEW BOLX[IH WYBORKAH WMESTO �b MOVNO WZQTX sb, WY^IS-LENNOE PO WYBORKE.kAK INTERPRETIROWATX P[a < � < 
℄ = p? 88



nEWERNO DUMATX, ^TO � QWLQETSQ SLU^AJNOJ PEREMEN-NOJ, LEVA℄EJ S WEROQTNOSTX� p MEVDU a I 
. � |KONSTANTA, WEROQTNOSTNYE UTWERVDENIQ OTNOSITELXNONEE NEDOPUSTIMY. sLU^AJNYMI PEREMENNYMI QWLQ�TSQa I 
, ONI ZAWISQT OT KONKRETNOJ WYBORKI, T.E. DOWE-RITELXNYJ INTERWAL IMEET SWOE WYBORO^NOE RASPREDE-LENIE. uTWERVDENIE p = P[a < � < 
℄ OZNA^AET, ^TODLQ DANNOGO INTERWALA, WYBRANNOGO IZ SOWOKUPNOSTIINTERWALOW, WEROQTNOSTX SODERVATX ZNA^ENIE � RAWNA100p%. eSLI RASSMOTRETX BOLX[OE ^ISLO WYBOROK IWY^ISLITX DLQ NIH [a; 
℄, TO PRIBLIZITELXNO 100p%IZ NIH SODERVAT �.pUSTX, NAPRIMER, SLU^AJNAQ WYBORKA IZ n = 100 IZ-MERENIJ PARAMETRA x DALA WYBORO^NOE SREDNEE �x =1:00, WYBORO^NU� DISPERSI� s2 = 0:04. nAJDEM DO-WERITELXNYE GRANICY 95% I 99%.
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w KA^ESTWE OCENKI ISTINNOGO SREDNEGO MOVNO WZQTX�x. oNO IMEET RASPREDELENIE, BLIZKOE K NORMALXNOMU,SO SREDNIM E(�x) = � I STANDARTNYM OTKLONENIEM�(�x) = �=pn, GDE �; � | SREDNEE ZNA^ENIE I STAN-DARTNOE OTKLONENIE SOWOKUPNOSTI.95% DOWERITELXNYJ INTERWAL DLQ �:[�x� 1:96 �pn; �x+ 1:96 �pn℄pRI n � 30 ZAMENA � NA s NE MENQET UROWNQ DOSTOWER-NOSTI. spn = 0:02 ) 95% DOWERITELXNYJ INTERWAL[0:961;1:039℄.pRI OCENIWANII S BOLX[EJ UWERENNOSTX� (99%) IN-TERWAL BOLEE [IROKIJ. sOOTWETSTWU�℄IJ KO\FFICI-ENT 2.58, 2:58 spn = 0:052. 99% DOWERITELXNYJ IN-TERWAL [0:948;1:052℄.
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pRI NEBOLX[OM OB_EME WYBORKI DOWERITELXNYJ KO\F-FICIENT ZAWISIT OT OB_EMA. |TO | SLEDSTWIE TOGO,^TO MY NE ZNAEM ISTINNU� DISPERSI� �2. eSLI BY IS-TINNAQ DISPERSIQ BYLA IZWESTNA, TO WWODQ WELI^INUz = �x���=pn, RASPREDELENNU� PO ZAKONU N(0;1), MOVNOBYLO BY WOSPOLXZOWATXSQ TABLICAMI I T.P.eSLI VE MY OCENIWAEM �2 PO WYBORKE (s2), TO WELI^INAt = �x��s=pn UVE NE RASPREDELENA PO ZAKONU N(0;1).
pEREPI[EM t = �x���=pn�vuut s2�2 = NpU :~ISLITELX \TOJ DROBI N RASPREDELEN PO NORMALXNOMUZAKONU, A WELI^INA U RASPREDELENA PO �2n�1=(n� 1).tAKIM OBRAZOM, t ESTX FUNKCIQ DWUH SLU^AJNYH WELI-^IN N I U S IZWESTNYMI RASPREDELENIQMI ) MOVNOWY^ISLITX RASPREDELENIE t.
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zAPI[EM DWUMERNU� PLOTNOSTX RASPREDELENIQ PO N IU : P(N ;U) = e�N2=2p2� � U n�12 �1 � e�U=2�n�12 � 1�! � 2(n�1)=2PRI �1 � N � 1 I 0 � U � 1. sDELAEM ZAMENU:h1(N ;U) = t = NpU ; h2(N ;U) = U :oBRATNOE PREOBRAZOWANIE:N = h1qh2; U = h2:qKOBIAN ������ ph2 h12ph20 1 ������ = ph2.
dWUMERNAQ PLOTNOSTX PO PEREMENNYM g(h1; h2) =P(N ;U)qh2 = e�h21h2=2e�h2=2p2��n�12 � 1�! � 2(n�1)=2�hn�12 �1+122
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pLOTNOSTX WEROQTNOSTI PO t (T.E. PO h1) POLU^AETSQINTEGRIROWANIEM PO h2:f(t) = 1Z0 g(h1; h2)dh2 = C[1 + t2n�1℄n=2;GDE t IMEET (n� 1) STEPENEJ SWOBODY, KAK I ISHODNAQWELI^INA �2n�1. pOSTOQNNAQ C RAWNA
C = �n�22 �!q�(n� 1) � �n�32 �!:f(t) | RASPREDELENIE sTX�DENTA S n � 1 STEPENQMISWOBODY.pRI n = 2 RASPREDELENIE f(t) PEREHODIT W 1�(1+t2),T.E. RASPREDELENIE kO[I.
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rASPREDELENIE sTX�DENTA WSEGDA SIMMETRI^NO I PRIL�BOM KONE^NOM n UBYWAET MEDLENNEE NORMALXNOGO,IMEET BOLEE DLINNYE HWOSTY. pO\TOMU DOWERITELXNYJINTERWAL, OCENIWAEMYJ PO t-RASPREDELENI�, BOLX[EDOWERITELXNOGO INTERWALA PO NORMALXNOMU RASPREDE-LENI�. pRI n!1 t-RASPREDELENIE STREMITSQ K NOR-MALXNOMU. dEJSTWITELXNO,� 11+ t2n�1�n2 n!1�! �(1 + t2n )�n�1=2 �! e�t2=2;
C n!1�! 1p2� .mATEMATI^ESKOE OVIDANIE E(t) = 0; D(t) =nn�2 (PRI n > 2).sU℄ESTWU�T LI[X TE MOMENTY �r, DLQ KOTORYH r <n� 1!
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kAK NAHODITX DOWERITELXNYE INTERWALY PO t-RASPRE-DELENI�? sU℄ESTWU�T TABLICY ZNA^ENIJ tp I WEROQT-NOSTI TOGO, ^TO jtj � tp PRI n STEPENQH SWOBODY.n p=0.10 p=0.05 p=0.011 6.314 12.706 63.6572 2.920 4.303 9.9255 2.015 2.571 4.03210 1.812 2.228 3.16930 1.697 2.042 2.7501 1.645 1.960 2.576
p = 2 1Ztp fn(t)dtpOSLEDNQQ STROKA TABLICY SOOTWETSTWUET NORMALXNO-MU RASPREDELENI�. wIDNO, KAK SILXNO OTLI^AETSQ DO-WERITELXNYJ INTERWAL W BOLX[U� STORONU DLQ MALYHn.
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pRIMER ISPOLXZOWANIQ t-RASPREDELENIQ. pUSTX MY HO-TIM PROWERITX, DEJSTWITELXNO LI SREDNIJ ROST GRUPPYL�DEJ RAWEN 167 SM. dANA WYBORKA IZ 10 ^ELOWEK:160; 160; 167; 170; 173; 176; 178; 178; 181; 181:gIPOTEZA: WELI^INA ROSTA RASPREDELENA NORMALXNO SOSREDNIM ZNA^ENIEM � = 167. wY^ISLIM WYBORO^NOESREDNEE �x = 172:4. sLU^AJNO LI TO, ^TO �x > � ILINADO ZABRAKOWATX GIPOTEZU?wY^ISLIM s2 = 19 10Xi=1(xi � �x)2 = 62:9;
�(�x) = spn = 2:51; t9 = 172:4� 167:02:51 = 2:15iZ TABLICY NAJDEM, ^TO PRI n = 9 S WEROQTNOSTX�10% jt9j � 1:836 ILI S WEROQTNOSTX� 95% t9 �1:836. u NAS POLU^ILOSX t9 BOLX[E, T.E. WEROQTNOSTXMENEE 5%. tAKIM OBRAZOM, NABL�DAEMOE OTLI^IE OTSREDNEGO DOSTOWERNO PRI 5% UROWNE ZNA^IMOSTI. wRQDLI ZNA^ENIE 167 MOVET SLUVITX NADEVNOJ OCENKOJSREDNEGO ROSTA GRUPPY L�DEJ. 96



rAZLI^IE MEVDU DWUMQ WYBORO^NYMI SREDNIMI | DRU-GOJ PRIMER ISPOLXZOWANIQ t-RASPREDELENIQ. pUSTX IME-ETSQ WYBORKA IZ n1 ZNA^ENIJ NORMALXNO RASPREDELEN-NOJ WELI^INY x I n2 ZNA^ENIJ NORMALXNO RASPREDELEN-NOJ WELI^INY y. pREDPOLOVIM, ^TOx � N(�1; �2) I y � N(�2; �2);GDE WELI^INA �2 NEIZWESTNA, I MY HOTIM PROWERITXGIPOTEZU �1 = �2 .wY^ISLIM WYBORO^NYE SREDNIE �x I �y, IH DISPERSII�2=n1 I �2=n2. eSLI BY �2 BYLA IZWESTNA, TO MOVNOBYLO BY WY^ISLITX! = �x� �y�(�x� �y) = �x� �yr�2n1 + �2n2I PROWERITX, ZNA^IMO LI OTLI^NA OT 0 NORMALXNO RAS-PREDELENNAQ WELI^INA !.
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kOGDA �2 NEIZWESTNA, WOSPOLXZUEMSQ OB_EDINENNOJOCENKOJ �2 IZ OBEIH WYBOROK:
s2 = n1Pi=1(xi � �x)2+ n2Pi=1(yi � �y)2n1+ n2 � 2 :wMESTO ! ISPOLXZUEM STATISTIKU t S ^ISLOM STEPENEJSWOBODY n1+ n2 � 2:t = �x� �yr s2n1 + s2n2 = �x� �y�̂(�x� �y):nEOBHODIMO OBOSNOWATX ISPOLXZOWANIE t-RASPREDELENIQ.w ^ISLITELE STOIT RAZNOSTX DWUH NORMALXNO RASPREDE-LENNYH WELI^IN, T.E. TOVE OPISYWAETSQ NORMALXNYMRASPREDELENIEM. uTWERVDENIE �1 = �2 \KWIWALENTNOTOMU, ^TO SREDNEE ZNA^ENIE ^ISLITELQ RAWNO 0. pOKA-VEM, ^TO OB_EDINENNAQ OCENKA s2 SLEDUET RASPREDELE-NI� �2 I NE ZAWISIT OT ^ISLITELQ �x � �y. dEJSTWI-TELXNO, �x I �y NE ZAWISQT OT P(xi � �x)2; P(yi� �y)2SOOTWETSTWENNO. zNA^IT, s2 I (�x� �y) NEZAWISIMY.98



n1X1 (xi� �x)2 � �2�2n1�1 I n1X1 (yi� �y)2 � �2�2n2�1;T.E. PO SU℄ESTWU NADO DOKAZATX, ^TO �2n1�1+�2n2�1 ��2n1+n2�2. pROIZWODQ℄IE FUNKCII MOMENTOW DLQ �2n1�1I �2n2�1 SOOTWETSTWENNO RAWNY (1� 2s)�(n1�1)=2 I(1�2s)�(n2�1)=2. pfm SUMMY NEZAWISIMYH SLU^AJ-NYH WELI^IN | PROIZWEDENIE SOOTWETSTWU�℄IH pfm.sLEDOWATELXNO,pfm(�2n1�1+ �2n2�1) = (1� 2s)�(n1+n2�2)=2;^TO I ESTX pfm WELI^INY �2 S n1+n2�2 STEPENQMISWOBODY.
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pRIMER. 13 IZMERENIJ PARAMETRA: 7 IZMERENIJ PRI OD-NIH USLOWIQH, 6 | PRI DRUGIH.x : 15:7; 10:3; 12:6; 14:5; 12:6; 13:8; 11:9:y : 12:3; 13:7; 10:4; 11:4; 14:9; 12:6:�y = 12:55; �x= 13:06:sLU^AJNO LI POLU^ENNOE RAZLI^IE �x� �y = 0:51?7X1 (xi � �x)2 = 18:98; 6X1 (yi � �y)2 = 12:86
oTS�DA s2 = 12:86 + 18:9811 = 2:89;

�̂2(�x��y) = 2:89�(17+16) = 0:895; �̂(�x��y) = 0:95:
sLEDOWATELXNO, t11 = 13:06� 12:550:95 = 0:54iZ TABLIC PRI t = 0:54 I n = 11 p=0.60. t.E. ES-LI MEVDU �x I �y NET RAZLI^IQ, TAKIE BOLX[IE t BUDUTPOLU^ATXSQ W 60% SLU^AQH. rAZLI^IE NEZNA^IMO. 100



dOWERITELXNYJ INTERWAL.kAK MOVNO PREDSTAWITX REZULXTAT PREDYDU℄EGO PRI-MERA S POMO℄X� PONQTIQ DOWERITELXNOGO INTERWALA?iZ TABLIC RASPREDELENIQ t S ^ISLOM STEPENEJ SWOBODYn= 11 POLU^IM p(2.2) = 0.05. |TO OZNA^AET, ^TO SLU-^AJNAQ WELI^INA t11 S WEROQTNOSTX� 95% ZAKL�^ENA WINTERWALE OT -2.2 DO 2.2. pUSTX DEJSTWITELXNOE RAZLI-^IE MEVDU SREDNIMI ZNA^ENIQMI PRI RAZNYH USLOWIQHESTX NEKOTORAQ POSTOQNNAQ Æ = �1 � �2. tOGDA(�x� �y)� Ær s2n1 + s2n2 = t11 I
�2:2 � (�x� �y)� Ær s2n1 + s2n2 � 2:2

S WEROQTNOSTX� 95%. sLU^AJNYMI WELI^INAMI QWLQ-�TSQ �x; �y I s2, A NE Æ! 101



(�x��y)�2:2ss 1n1 + 1n2 � Æ � (�x��y)+2:2ss 1n1 + 1n2S WEROQTNOSTX� 95%. sNOWA POD^ERKNEM, ^TO IMENNOGRANICY INTERWALA PREDSTAWLQ�T SOBOJ SLU^AJNYE WE-LI^INY. pODSTAWIW NA[I ^ISLA, POLU^IM�1:57 � Æ � 2:59tAKIM OBRAZOM, INTERWAL (�1:57; 2:59) S WEROQT-NOSTX� 95% SODERVIT ISTINNOE ZNA^ENIE Æ. pOSKOLXKU\TOT INTERWAL WKL�^AET 0, MY GOWORIM, ^TO NAJDENNOEZNA^ENIE (�x��y) NEZNA^IMO OTLI^NO OT NULQ. |TOT IN-TERWAL NAZYWAETSQ 95%-NYM DOWERITELXNYM INTERWA-LOM DLQ WELI^INY Æ.fIZIKI OBY^NO PRIWODQT REZULXTAT � SREDNEKWADRA-TI^NOE OTKLONENIE. w SOOTWETSTWII S \TIMÆ = (�x� �y)� �̂(�x� �y) = 0:51� 0:95:w \TOJ ZAPISI IMEETSQ UKAZANIE DOWERITELXNOGO IN-TERWALA (�0:44; 1:46). iZ TABLIC t-RASPREDELENIQSLEDUET, ^TO DOWERITELXNYJ INTERWAL [IRINOJ W OD-NO SREDNEKWADRATI^NOE OTKLONENIE SODERVIT ISTIN-NYJ REZULXTAT S WEROQTNOSTX� WSEGO LI[X 66%. 102



pRINCIP MAKSIMALXNOGO PRAWDOPODOBIQ.mETOD MAKSIMALXNOGO PRAWDOPODOBIQ PREDSTAWLQET SO-BOJ TEHNIKU OCENKI WELI^IN PARAMETROW NA OSNOWE KO-NE^NOGO NABORA DANNYH. dALXNEJ[EE PRIMENENIE METO-DA POZWOLQET NAJTI PRIBLIVENNYE O[IBKI POLU^ENNYHOCENOK.pUSTX IZMERENIE SLU^AJNOJ WELI^INY x BYLO POWTORE-NO n RAZ I DALO WELI^INY x1; : : : ; xn. x MOVET PRED-STAWLQTX SOBOJ WEKTOR DLQ (MNOGOMERNAQ SLU^AJNAQ WE-LI^INA). pUSTX x RASPREDELENO W SOOTWETSTWII S IZ-WESTNOJ PLOTNOSTX� WEROQTNOSTI f(x;�), NO WELI^I-NA HOTQ BY ODNOGO PARAMETRA � NEIZWESTNA.w RAMKAH GIPOTEZY f(x;�) WEROQTNOSTX TOGO, ^TOPERWOE IZMERENIE DAST REZULXTAT W INTERWALE [x1; x1+dx1℄, ESTX f(x1;�)dx1.
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t.K. WSE IZMERENIQ PREDPOLAGA�TSQ NEZAWISIMYMI, WE-ROQTNOSTX TOGO, ^TO KAVDOE IZ n IZMERENIJ SOOTWET-STWUET INTERWALU [xi; xi+dxi℄, DAETSQ PROIZWEDENIEMnQi=1 f(xi;�)dxi.
wWEDEM FUNKCI� MAKSIMALXNOGO PRAWDOPODOBIQL(�) = nYi=1 f(xi;�):zAMETIM, ^TO \TO, W SU℄NOSTI, OB_EDINENNAQ PLOT-NOSTX WEROQTNOSTI DLQ xi, RASSMATRIWAEMAQ KAK FUNK-CIQ PARAMETRA �. s DRUGOJ STORONY, WELI^INY xiUVE RASSMATRIWA�TSQ KAK FIKSIROWANNYE (T.K. \KSPE-RIMENT ZAWER[EN).{IROKO ISPOLXZUETSQ TAKVE LOGARIFMI^ESKAQ FUNKCIQPRAWDOPODOBIQ, PREDSTAWLQ�℄AQ L(�) = lnL(�).
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~TOBY NAJTI WELI^INU �, KOTORAQ S NAIBOLX[EJ WE-ROQTNOSTX� PRIWODIT K NABL�DAEMYM ZNA^ENIQM xi,NEOBHODIMO OPREDELITX, PRI KAKOM � FUNKCIQ PRAWDO-PODOBIQ PRINIMAET MAKSIMALXNOE ZNA^ENIE.pRIMER S NEIZWESTNYM SREDNIM. pUSTX SLU^AJNAQ WELI-^INA RASPREDELENA PO NORMALXNOMU ZAKONU S EDINI^NOJDISPERSIEJ I NEIZWESTNYM SREDNIM ZNA^ENIEM.f(x;�) = 1p2�e�(x��)2=2:tOGDA L(�) = e�P(xi��)2=2 (MNOVITELX (2�)�n=2MOVNO OPUSTITX, NA MAKSIMUM NE WLIQET), AL(�) = � nXi=1 (xi � �)22 :fUNKCIQ PRAWDOPODOBIQ L(�) PREDSTAWLQET SOBOJ PA-RABOLU PO PEREMENNOJ �. mAKSIMUM L DOSTIGAETSQ PRI�̂ = nXi=1 xin = �x:
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pRIMER S NEIZWESTNOJ DISPERSIEJ. eSLI NEIZWESTNA IDISPERSIQ RASPREDELENIQ, TO ZADA^A BUDET DWUHPARA-METRI^ESKAQ.f(x;�; �) = 1p2��2e�(x��)22�2 :
sLEDOWATELXNO, L(�; �2) = (�2)�n=2e�P(xi��)22�2 ;A L(�; �2) = �n2ln�2 �X (xi � �)22�2 :~TOBY NAJTI PARU ZNA^ENIJ (�̂; �̂2), KOTORYE NAIBOLEEWEROQTNO OPISYWALI NABL�DAEMYE REZULXTATY, NUVNORE[ITX URAWNENIQ:�L�� = 0 I �L��2 = 0:�L�� = 1�2X(xi � �) = 0 ) �̂= �x:
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�L��2 = �n2 1�2 + 12�4X(xi � �)2 = 0
sLEDOWATELXNO, �̂2 = 1nX(xi � �x)2:oDNAKO, MATEMATI^ESKOE OVIDANIE DLQ �̂2 E(�̂2) =n�1n �2. kAK WIDNO, �̂2 OKAZYWAETSQ NESKOLXKO SME℄EN-NOJ OCENKOJ DISPERSII! |TO SME℄ENIE PROPADAET W PRE-DELE BOLX[IH n.wSPOMNIM, ^TO WYBORO^NOE SREDNEE QWLQETSQ NESME-℄ENNOJ OCENKOJ DISPERSIIs2 = 1n� 1 nXi=1(xi � �̂)2:nO \TO NE MAKSIMALXNO PRAWDOPODOBNAQ OCENKA.
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rAWNOMERNOE RASPREDELENIE. f(x; a; b) = 1b�a;a � x � b:iMEETSQ WYBORKA. uPORQDO^IM \LEMENTY W PORQDKE WOZ-RASTANIQ:x(1) < x(2) < : : : < x(n�1) < x(n):fUNKCIQ PRAWDOPODOBIQ OT DWUH PARAMETROW a I bL(a; b) = 1(b�a)n. dIFFERENCIROWANIEM MAKSIMUMNAJTI NE UDAETSQ.mAKSIMUM DOSTIGAETSQ PRI NAIMENX-[EM IZ WOZMOVNYH ZNA^ENIJ ZNAMENATELQ, T.E. PRIb̂ = x(n); â = x(1). oSTAW[AQSQ ^ASTX WYBORKINE DOBAWLQET NIKAKOJ INFORMACII. |LEMENTY WYBOR-KI x(1) I x(n) QWLQ�TSQ DOSTATO^NYMI DLQ OCENKI aI b.
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gRAFI^ESKIJ ANALIZ FUNKCII PRAWDOPODOBIQ.oDNO IZ DOSTOINSTW ISPOLXZOWANIQ FUNKCII PRAWDOPO-DOBIQ PRI ANALIZE \KSPERIMENTALXNYH DANNYH SOSTOITW TOM, ^TO MOVNO NAJTI GRAFI^ESKIJ WID \TOJ FUNKCIII NAGLQDNO PREDSTAWITX REZULXTAT. iSPOLXZUQ GRAFIK,MOVNO UKAZATX I DOWERITELXNYJ INTERWAL ILI O[IBKUPOLU^ENNOJ OCENKI.pRI BOLX[OM KOLI^ESTWE PARAMETROW (TRI ILI BOLEE),OCENKI KOTORYH NE QWLQ�TSQ NEZAWISIMYMI, \TOT ME-TOD NEUDOBEN. w SLU^AE DWUH PARAMETROW FUNKCI� MAK-SIMALXNOGO PRAWDOPODOBIQ IZOBRAVA�T KONTURAMI.rASSMOTRIM NORMALXNOE RASPREDELENIE S EDINI^NOJDISPERSIEJ I NEIZWESTNYM PARAMETROM �. lOGARIFMI-^ESKAQ FUNKCIQ MAKSIMALXNOGO PRAWDOPODOBIQ L(�) =�12P(xi � �)2. k WYRAVENI� MOVNO DOBAWITX L�-BU� PROIZWOLXNU� POSTOQNNU�. eSLI W KA^ESTWE NEEWZQTX 12[P x2i � n�x2℄, TO POLU^IM FUNKCI� L(�) =�n2(� � �x)2. |TO PARABOLA, [IRINA KOTOROJ RASTETPROPORCIONALXNO pn, A MAKSIMUM, RAWNYJ 0, RASPOLO-VEN PRI � = �x. 109



L(�) = �n2(�� �x)2 PRI n= 1.

uROWENX L = �12 HARAKTERIZUET DOWERITELXNYJ IN-TERWAL (x � �) � � � (x+ �), KOTORYJ MOVNO ZA-PISATX W WIDE � = x � �. |TOMU INTERWALU SOOTWET-STWUET DOWERITELXNAQ WEROQTNOSTX 68.3%. aNALOGI^NO,UROWENX L = �2 SOOTWETSTWUET 95.5% DOWERITELXNO-MU INTERWALU. 110



dOSTATO^NYE STATISTIKI.w PRIMERE S NORMALXNYM RASPREDELENIEM MY WIDELI,^TO �̂ I �̂2 QWLQ�TSQ FUNKCIQMI WELI^IN P xi I P x2i .nELXZQ LI IZWLE^X KAKU�-LIBO POLEZNU� INFORMACI�IZ DRUGIH FUNKCIJ OT ISHODNYH WELI^IN, NAPRIMER,P x3i ILI P jxij? s TO^KI ZRENIQ PARAMETROW � I �| NET, ESLI IZWESTNY P xi I Px2i , TO ISHODNAQ WY-BORKA fxig UVE NE NUVNA. pO\TOMU MY NAZYWAEM P xiI Px2i DOSTATO^NYMI STATISTIKAMI, A L�BYE OCEN-KI PARAMETROW, ZAWISQ℄IE OT Pxi I P x2i , QWLQ�TSQDOSTATO^NYMI OCENKAMI.pUSTX IMEETSQ WYBORKA x1; : : : ; xn IZ GENERALXNOJ SO-WOKUPNOSTI S PLOTNOSTX� WEROQTNOSTI f(x;�). w KA-^ESTWE OCENKI PARAMETRA ISPOLXZUETSQ FUNKCIQ \TIHDANNYH �̂ = �̂ (x).
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pUSTX SOWMESTNU� PLOTNOSTX RASPREDELENIQ WYBORKIMOVNO RAZLOVITX NA MNOVITELInYi=1 f(xi;�) = g(x; �̂)h(�̂;�);GDE g(x; �̂) | FUNKCIQ TOLXKO ISHODNYH DANNYH xI NE ZAWISIT OT �. pO SU℄ESTWU, g(x; �̂) ESTX USLOW-NOE RASPREDELENIE x PRI ZADANNOM ZNA^ENII �̂(x). rAZSAM PARAMETR� UVE NE WHODIT W \TO RASPREDELENIE, TOFUNKCI� g(x; �̂) NELXZQ ISPOLXZOWATX DLQ POLU^ENIQINFORMACII OTNOSITELXNO �. wSQ INFORMACIQ, KASA-�℄AQSQ OCENKI � SODERVITSQ W MNOVITELE h(�̂;�),ZAWISQ℄EGO OT x TOLXKO POSREDSTWOM �̂(x).
pRIMER. f(x;�) = 1p2�e�(x��)22 | PLOTNOSTX RAS-PREDELENIQ S ODNIM PARAMETROM �.
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pLOTNOSTX RASPREDELENIQ DLQ WYBORKInYi=1 f(xi;�) = (2�)�n=2e�P(xi��)22 =
[(2�)�n=2e�P x2i =2℄ � [e�(n�2�2�P xi)2 ℄:pERWYJ MNOVITELX NE ZAWISIT OT PARAMETRA �, ZNA^IT,DOSTATO^NOJ STATISTIKOJ DLQ � QWLQETSQ P xi.�x= PxinPREDSTAWLQET SOBOJ DOSTATO^NU� OCENKU.nE W KAVDOJ ZADA^E OCENKI PARAMETROW IMEETSQ DOSTA-TO^NAQ STATISTIKA, NO KOGDA U PARAMETRA SU℄ESTWUETDOSTATO^NAQ OCENKA, TO METOD MAKSIMALXNOGO PRAWDO-PODOBIQ DAET IMENNO \TU OCENKU.
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nERAWENSTWO kRAMERA-rAO.pUSTX OCENKA PARAMETRA� ESTX �̂(x). kAKOWA O[IBKAOCENKI E[(�̂��)2℄?E[(�̂��)2℄ = E[��̂� E(�̂)�2℄ + [E(�̂)��℄2:pERWOE SLAGAEMOE ZDESX | DISPERSIQ OCENKI, SREDNIJKWADRAT OTKLONENIQ SLU^AJNOJ WELI^INY �̂ OT EE SRED-NEGO ZNA^ENIQ. wTOROE | SME℄ENIE OCENKI. tAKIM OB-RAZOM, E[(�̂��)2℄ = �2̂�2(�)+ �2(�):pREDEL TO^NOSTI, KOTORAQ MOVET BYTX DOSTIGNUTA PRIRE[ENII ZADA^I OB OCENKE PARAMETROW, USTANAWLIWA-ETSQ NERAWENSTWOM kRAMERA-rAO. |TO NERAWENSTWO NEZAWISIT OT WIDA RASPREDELENIQ SLU^AJNYH WELI^IN x WDANNOM \KSPERIMENTE. pRI OB_EME WYBORKI nE[(�̂��)2℄ � 
2(�)n ; GDE

2(�) = [1 + d�(�)d� ℄2R [�lnf(x;�)�� ℄2f(x;�)dx: 114



oCENKU �̂ NAZYWA�T \FFEKTIWNOJ, ESLI EE TO^NOSTX WDEJSTWITELXNOSTI DOSTIGAET WERHNEJ GRANICY.tEPERX PRIWEDEM SWOJSTWA OCENOK, OSNOWANNYH NA ME-TODE MAKSIMALXNOGO PRAWDOPODOBIQ:
� eSLI SU℄ESTWUET DOSTATO^NAQ OCENKA, TO mpp DA-ET IMENNO EE, TEM SAMYM IS^ERPYWAQ WS� IME�℄U-�SQ INFORMACI�.
� eSLI SU℄ESTWUET \FFEKTIWNAQ OCENKA, TO mpp DA-ET IMENNO EE, I BOLEE TO^NOJ OCENKI NAJTI NELXZQ.
� oCENKA MAKSIMALXNOGO PRAWDOPODOBIQ IMEET ASIMP-TOTI^ESKI NORMALXNOE RASPREDELENIE SO SREDNIMZNA^ENIEM � I DISPERSIEJ�2̂� = 1�E[ �2L��2℄ � 1�[ �2L��2℄�=�̂;GDE L | LOGARIFMI^ESKAQ FUNKCIQ PRAWDOPODO-BIQ. 115



� oCENKA MAKSIMALXNOGO PRAWDOPODOBIQ INWARIANT-NA OTNOSITELXNO PREOBRAZOWANIJ PARAMETRA. eS-LI g = g(�), TO ĝ = g(�̂). nAPRIMER, ESLIs2 = (1=n)P(xi � �x)2 | OCENKA MAKSIMALXNO-GO PRAWDOPODOBIQ DISPERSII �2, TO OCENKOJ MAKSI-MALXNOGO PRAWDOPODOBIQ � BUDET ps2 = s. sRAW-NIM S NESME℄ENNYMI OCENKAMI: NESME℄ENNOJ OCEN-KOJ �2 QWLQETSQ (1=(n�1))P(xi��x)2, A NESME-℄ENNOJ OCENKOJ � SLUVIT [((n�3)=2)!=p2((n�2)=2)!℄qP(xi � �x)2.
� gLAWNAQ TRUDNOSTX, WOZNIKA�℄AQ PRI ISPOLXZOWA-NIII mmp W KA^ESTWE KRITERIQ OCENKI, ZAKL�^A-ETSQ W TOM, ^TO PRI \TOM PRIHODITSQ PREDPOLA-GATX IZWESTNYM WID RASPREDELENIQ WEROQTNOSTI.|TO DOPU℄ENIE MOVET NALOVITX SILXNOE OGRANI-^ENIE. dLQ OPREDELENNOGO KLASSA ZADA^ KRITERIJNAIMENX[IH KWADRATOW PRIWODIT K PROCEDURE, KO-TORAQ DAET TO^NU� OCENKU PRI L�BYH RASPREDELE-NIQH SLU^AJNOJ WELI^INY. 116



wERNEMSQ K GRAFI^ESKOMU METODU POLU^ENIQ DOWERI-TELXNYH INTERWALOW PO FUNKCII MAKSIMALXNOGO PRAW-DOPODOBIQ. rANEE BYLA POKAZANA PROCEDURA NAHOVDENIQ68% I 95% DOWERITELXNYH INTERWALOW DLQ NORMALXNO-GO RASPREDELENIQ, GDE LOGARIFMI^ESKAQ FUNKCIQ PRAW-DOPODOBIQ PREDSTAWLQET SOBOJ PARABOLU. oBOB℄IM \TUPROCEDURU DLQ L�BOJ NEPRERYWNOJ FUNKCII MAKSI-MALXNOGO PRAWDOPODOBIQ L(�) S EDINSTWENNYM MAK-SIMUMOM W OBLASTI DOPUSTIMYH ZNA^ENIJ �.
� dOBAWIM K FUNKCII L(�) KONSTANTU TAK, ^TOBYLmax(�) = L(�̂) = 0:
� nA GRAFIKE LOGARIFMI^ESKOJ FUNKCII PRAWDOPO-DOBIQ L OT � PROWEDEM PRQMU� NA UROWNE L =�1=2, ^TO DAST 68% DOWERITELXNYJ INTERWAL, LI-BO NA UROWNE L = �2, ^TO DAST 95% DOWERITELX-NYJ INTERWAL. 117



rAZLOVIM LOGARIFMI^ESKU� FUNKCI� MAKSIMALXNOGOPRAWDOPODOBIQ S ODNIM PARAMETROM � W RQD tEJLO-RA OKOLO ZNA^ENIQ MAKSIMALXNO PRAWDOPODOBNOJ OCEN-KI �̂: L(�) = L(�̂) + h �L��i�=�̂(� � �̂) +12!h �2L��2i�=�̂(�� �̂)2+ : : :
pO OPREDELENI� �̂ MY ZNAEM, ^TO L(�̂) = Lmax, ATAKVE, ^TO h �L��i�=�̂ = 0. iSPOLXZUQ TAKVE�2̂� = 1�E[ �2L��2℄ � 1�[ �2L��2℄�=�̂;POLU^IM L= Lmax � (�� �̂)22�2̂� :oTS�DA WIDNO, ^TO IZMENENIE PARAMETRA � NA ODNOSTANDARTNOE OTKLONENIE PRIWODIT K UMENX[ENI� LO-GARIFMI^ESKOJ FUNKCII PRAWDOPODOBIQ NA 1/2 OTNOSI-TELXNO MAKSIMALXNOGO ZNA^ENIQ.
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pRIMER. rASSMOTRIM SNOWA NORMALXNOE RASPREDELENIES NULEWYM SREDNIM ZNA^ENIEM I NEIZWESTNOJ DISPER-SIEJ x � N(0;�2). zAPISATX FUNKCI� MAKSIMALXNO-GO PRAWDOPODOBIQ OT PARAMETRA �2 ^EREZ DOSTATO^NU�STATISTIKU ! = P x2i TAK, ^TOBY Lmax = 0.L(�2jx) = (�2)�n=2eP x2i =2�2;L(�2j!) = �n2ln�2 � !2�2 + n2ln!en :sLU^AJNAQ WYBORKA MALOGO OB_EMA. s POMO℄X�GENERATORA SLU^AJNYH ^ISEL PROIZWEDENA WYBORKA OB_-EMOM n = 6 IZ GENERALXNOJ SOWOKUPNOSTI S RASPREDE-LENIEM N(0; 1). pOLU^ENY SLEDU�℄IE ZNA^ENIQ:1:468; �2:097; 0:146; �0:295; �2:120; 0:017! = P x2i = 11:155; n = 6 )L(�2j!) = 4:860� 3ln�2 � 5:578�2
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oCENKA MAKSIMALXNOGO PRAWDOPODOBIQ �̂2 = !n =1:86. dOWERITELXNYE INTERWALY IZ GRAFIKA FUNKCII
68% : 1:10 � �2 � 3:4995% : 0:71 � �2 � 7:80wIDNO, ^TO IS-TINNOE ZNA^ENIE �2 = 1 DAVE NE POPADAET W 68%-INTERWAL.
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sLU^AJNAQ WYBORKA BOLX[OGO OB_EMA. s PO-MO℄X� GENERATORA SLU^AJNYH ^ISEL PROIZWEDENA WY-BORKA OB_EMOM n= 40 IZ GENERALXNOJ SOWOKUPNOSTI SRASPREDELENIEM N(0; 1). pUSTX ! = P x2i = 37:52.tOGDA �̂2 = 0:938.L(�2j!) = 18:72� 20ln�2 � 18:76�2|TA KRIWAQ UVENAMNOGO BLIVE KPARABOLE, ^EM WSLU^AE n= 6.�2 = �̂2+0:24�0:17
D(�2) � 1�h �2L(��2)2i�2=�̂2 � 2(�̂2)2n

�(�2) � �̂2p20 = 0:21 121



mETOD NAIMENX[IH KWADRATOW. sWQZX SMETODOM MAKSIMALXNOGO PRAWDOPODOBIQ.pUSTX IMEETSQ N NEZAWISIMYH NORMALXNO RASPREDE-LENNYH SLU^AJNYH WELI^IN yi, i = 1; : : : ; N , PRI-^EM KAVDAQ SWQZANA S TO^NO IZWESTNOJ PEREMENNOJ xi.nAPRIMER, \TO MOVET BYTX N IZMERENIJ TEMPERA-TURY yi = T(xi) W RAZLI^NYH TO^KAH S KOORDINA-TOJ xi. pREDPOLOVIM, ^TO KAVDAQ WELI^INA yi IME-ET SWOE NEIZWESTNOE SREDNEE ZNA^ENIE �i I IZWEST-NU�, NO RAZLI^NU� DLQ KAVDOGO i DISPERSI�, �2i . oB_-EDINENNAQ PLOTNOSTX WEROQTNOSTI DLQ N IZMERENIJyi PREDSTAWLQET PROIZWEDENIE NORMALXNYH RASPREDELE-NIJ: g(y1; : : : ; yN ;�1; : : : ; �N ; �21; : : : ; �2N) =NYi=1 1q2��2i exp��(yi � �i)22�2i �:
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pREDPOLOVIM TEPERX, ^TO ISTINNOE ZNA^ENIE IZMERQ-EMOJ WELI^INY QWLQETSQ NEKOTOROJ FUNKCIEJ x, � =�(x; �), ZAWISQ℄EJ OT NEIZWESTNYH PARAMETROW � =(�1; : : : ;�m). 
ELX METODA NAIMENX[IH KWADRATOWSOSTOIT W TOM, ^TOBY NAJTI ZNA^ENIQ PARAMETROW �.kROME TOGO, METOD POZWOLQET NAJTI KRITERIJ KA^ESTWAGIPOTEZY O FUNKCII � = �(x; �).oPUSKAQ SLAGAEMYE, NEZAWISQ℄IE OT PARAMETROW, LOGA-RIFM OB_EDINENNOJ PLOTNOSTI WEROQTNOSTI DAST:L(�) = �12 NXi=1 (yi � �(xi;�))2�2i :nAHOVDENIE PARAMETROW � KAK MAKSIMUM FUNKCIIPRAWDOPODOBIQ \KWIWALENTNO NAHOVDENI� MINIMUMAWELI^INY �2(�) = NXi=1 (yi � �(xi;�))2�2i :
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tAKAQ SUMMA KWADRATOW OTKLONENIJ IZMERENNOGO ZNA-^ENIQ OT ISTINNOGO S WESAMI, RAWNYMI OBRATNOJ WELI-^INE DISPERSII, QWLQETSQ BAZISOM METODA NAIMENX[IHKWADRATOW. oNA ISPOLXZUETSQ I W SLU^AQH, KOGDA RAS-PREDELENIE WELI^IN yi NE QWLQETSQ NORMALXNYM, TRE-BUETSQ LI[X IH NEZAWISIMOSTX. w BOLEE OB℄EM SLU^AEPRI IZWESTNOJ KOWARIACIONNOJ MATRICE V I NEIZWEST-NYH SREDNIH ZNA^ENIQH�2(�) = NXi;j=1(yi��(xi;�))2(V �1)ij(yj��(xj;�))2:mETOD NAIMENX[IH KWADRATOW DLQ LINEJNOJFUNKCII.hOTQ METOD MOVET PRIMENQTXSQ DLQ L�BOGO WIDA FUNK-CII �(x;�), NAILU^[IM OBRAZOM EGO SWOJSTWA PROQW-LQ�TSQ W SLU^AE, KOGDA �(x;�) PREDSTAWLQET SOBOJLINEJNU� FUNKCI� PARAMETROW �,�(x;�) = mXj=1 aj(x)�j;GDE aj(x) | LINEJNO NEZAWISIMYE FUNKCII OT x.124



dLQ \TOGO SLU^AQ OCENKI PARAMETROW I IH DISPERSIIMOVNO WY^ISLITX ANALITI^ESKI. kROME TOGO, OCEN-KI POLU^A�TSQ NESME℄ENNYE I S MINIMALXNO WOZMOV-NOJ DISPERSIEJ. zNA^ENIE FUNKCII �(x;�) W TO^KE xiMOVNO ZAPISATX�(xi;�) = mXj=1 aj(xi)�j = mXj=1Aij�j;GDE Aij = aj(xi). mATRI^NYJ WID ZAPISI WYRAVENIQDLQ �2�2 = (y��)TV �1(y��) = (y�A�)TV �1(y�A�):~TOBY NAJTI MINIMUM �2, TREBUEM RAWENSTWO NUL�PROIZWODNYH PO PARAMETRAM �i,r�2 = �2(ATV �1y �ATV �1A�) = 0:rE[ENIE \TOGO URAWNENIQ�̂ = (ATV �1A)�1ATV �1y � By:tAKIM OBRAZOM, OCENKI PARAMETROW �̂ PREDSTAWLQ�TSOBOJ LINEJNU� FUNKCI� ISHODNYH IZMERENIJ y. 125



iSPOLXZUQ FORMULY PERENOSA O[IBOK, MOVNO NAJTIKOWARIACIONNU� MATRICU OCENOK PARAMETROW Uij =
ov[�̂i; �̂j℄:U = BV BT = (ATV �1A)�1:|TO \KWIWALENTNO (U�1)ij = 12h �2�2��i��j i�=�̂:w SLU^AE LINEJNOJ FUNKCII �(x;�) �2 QWLQETSQ KWAD-RATI^NOJ FUNKCIEJ �:�2 = �2(�̂)+12 mXi;j=1h �2�2��i��j i�=�̂(�i��̂i)(�j��̂j):aPPROKSIMACIQ POLINOMOM.~ASTNYM SLU^AEM LINEJNOJ FUNKCII, KOGDA KO\FFICI-ENTY aj(x) RAWNY SOOTWETSTWU�℄IM STEPENQM x, QW-LQETSQ APPROKSIMACIQ FUNKCII �(x;�) POLINOMOM PO-RQDKA m (m+1 PARAMETR):�(x;�0; : : : ;�m) = mXj=0xj�j:
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