
ÐÃÓ íåôòè è ãàçà (ÍÈÓ) èìåíè È. Ì. Ãóáêèíà
Îëèìïèàäà ïî âûñøåé ìàòåìàòèêå

1 êóðñ, 2024 ã.

1. Íàéäèòå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, åñëè
[√

n+ 17
]
= 20, n äåëèòñÿ íà 3 è îñòàòîê îò

äåëåíèÿ n íà 17 ðàâåí 5. [x] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà x.

2. Ðåøèòå ñèñòåìó 
∣∣∣∣sin 2πx

3

∣∣∣∣ = 1,

√
18 + 3x− x2 < 3.

3. Íà ôàáðèêå íåñêîëüêî îäèíàêîâûõ ïîòî÷íûõ ëèíèé âûïóñêàëè âìåñòå 15000 åäè-

íèö ïðîäóêöèè â äåíü. Ïîñëå ðåêîíñòðóêöèè âñå ïîòî÷íûå ëèíèè çàìåíèëè íà

áîëåå ïðîèçâîäèòåëüíûå, à èõ êîëè÷åñòâî óâåëè÷èëîñü íà 5. Ïðè ýòîì ôàáðèêà

ñòàëà âûïóñêàòü 33792 åäèíèö ïðîäóêöèè â äåíü. Ñêîëüêî ïîòî÷íûõ ëèíèé áûëî

íà ôàáðèêå äî ðåêîíñòðóêöèè?

4. Òðåóãîëüíèê ABC, ãäå A(1; 1;−2), B(1;−1;−2), C(−3; 3; 2) ñïðîåêòèðîâàí íà

íåêîòîðóþ ïëîñêîñòü â îòðåçîê äëèíû 4
√
3. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò ýòîé ïëîñêî-

ñòè äî âåðøèíû A, åñëè ïëîñêîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó M(1; 1;−1).

5. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a ôèãóðà{
(x− a)2 + (y − a)2 ≤ 1

(x− a+
√
2)2 + (y + a−

√
2)2 ≤ 1

èìååò íàèáîëüøóþ âîçìîæíóþ ïëîùàäü?

6. Íàéäèòå ïðåäåë

lim
x→2

(
45x − 2024

) 1√
2023+x−45 .

7. Ïåòÿ è Âàñÿ ðåøèëè çàïîëíèòü êâàäðàòíóþ ìàòðèöó ïîðÿäêà 3, ïîî÷åðåäíî çà-

ïèñûâàÿ â åùå íå çàíÿòûå ïîçèöèè êàêèå-òî ñâîè ÷èñëà aij ∈ R. Ïåðâûì ÷èñëî

çàïèñûâàåò Ïåòÿ. Îí óòâåðæäàåò, ÷òî âñåãäà ìîæåò ïîäîáðàòü ñâîè ÷èñëà òàê,

÷òî îïðåäåëèòåëü ïîëó÷èâøåéñÿ ìàòðèöû îêàæåòñÿ ðàâíûì íóëþ.

Ïðàâ ëè Ïåòÿ? Îòâåò îáîñíóéòå.



ÐÃÓ íåôòè è ãàçà (ÍÈÓ) èìåíè È. Ì. Ãóáêèíà
Îëèìïèàäà ïî âûñøåé ìàòåìàòèêå

2-5 êóðñ, 2024 ã.

1. Íàéäèòå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, åñëè
[√

n+ 17
]
= 20, n äåëèòñÿ íà 3 è îñòàòîê îò

äåëåíèÿ n íà 17 ðàâåí 5. [x] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà x.

2. Íà ôàáðèêå íåñêîëüêî îäèíàêîâûõ ïîòî÷íûõ ëèíèé âûïóñêàëè âìåñòå 15000 åäè-

íèö ïðîäóêöèè â äåíü. Ïîñëå ðåêîíñòðóêöèè âñå ïîòî÷íûå ëèíèè çàìåíèëè íà

áîëåå ïðîèçâîäèòåëüíûå, à èõ êîëè÷åñòâî óâåëè÷èëîñü íà 5. Ïðè ýòîì ôàáðèêà

ñòàëà âûïóñêàòü 33792 åäèíèö ïðîäóêöèè â äåíü. Ñêîëüêî ïîòî÷íûõ ëèíèé áûëî

íà ôàáðèêå äî ðåêîíñòðóêöèè?

3. Ñïåöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ Ëîáà÷åâñêîãî � èíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ, çàäàâàåìàÿ ôîð-

ìóëîé Ë(x) = −
x∫

0

ln |2 sin t|dt, x ∈ R. Íàéäèòå
1∫

−1

Ë(x)dx.

4. Íàéäèòå ïðåäåë

lim
x→2

(
45x − 2024

) 1√
2023+x−45 .

5. Òðåóãîëüíèê ABC, ãäå A(1; 1;−2), B(1;−1;−2), C(−3; 3; 2) ñïðîåêòèðîâàí íà

íåêîòîðóþ ïëîñêîñòü â îòðåçîê äëèíû 4
√
3. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò ýòîé ïëîñêî-

ñòè äî âåðøèíû A, åñëè ïëîñêîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó M(1; 1;−1).

6. Â âàçå, èìåþùåé ôîðìó óñå÷åííîãî îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà H : x2 + y2 =
z2 + 1, 0 6 z 6 h, çàñòðÿë êðóãëûé ìÿ÷ ðàäèóñà 3 òàê, ÷òî âåðõíÿÿ òî÷êà ìÿ÷à

îêàçàëàñü íà îäíîì óðîâíå ñ âåðõíèì êðàåì âàçû. Âî ñêîëüêî ðàç îáúåì âàçû

áîëüøå îáúåìà ìÿ÷à?

7. Íàéäèòå ôóíêöèè x = x(t) è y = y(t), åñëè îíè óäîâëåòâîðÿþò çàäà÷å Êîøè{
x′ = x2 + 4y2

y′ = 2xy

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x(0) = 1, y(0) = 1.



ÐÃÓ íåôòè è ãàçà (ÍÈÓ) èìåíè È. Ì. Ãóáêèíà
Îëèìïèàäà ïî âûñøåé ìàòåìàòèêå

1 êóðñ, 2023 ã.

1. Íàéòè íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî N òàêîå, ÷òî êàê ñóììà åãî öèôð, òàê è
ñóììà öèôð ÷èñëà N + 1 êðàòíû 11.

2. Ïëîùàäü òðàïåöèè ðàâíà 2, à ñóììà åå äèàãîíàëåé ðàâíà 4. Íàéòè âûñîòó òðà-
ïåöèè.

3. Íàéäèòå âñå êîðíè óðàâíåíèÿ:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 ... 1
1 1− x 1 ... 1
1 1 2− x ... 1
. . . . .

1 1 1 ... n− x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

4. Êóïåö êóïèë â Òâåðè íåñêîëüêî ìåøêîâ ñîëè è ïðîäàë èõ â Ìîñêâå ñ ïðèáûëüþ â
100 ðóáëåé. Íà âñå âûðó÷åííûå äåíüãè îí ñíîâà êóïèë â Òâåðè ñîëü (ïî òâåðñêîé
öåíå) è ïðîäàë â Ìîñêâå (ïî ìîñêîâñêîé öåíå). Íà ýòîò ðàç ïðèáûëü ñîñòàâèëà
120 ðóáëåé. Ñêîëüêî äåíåã îí ïîòðàòèë íà ïåðâóþ ïîêóïêó?

5. Çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an = f(f(...(f︸ ︷︷ ︸
n ðàç

(n)...)), ãäå f(n) =
n

p
+ q, n ∈ N.

Íàéäèòå âñå öåëûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ p è q, òàêèå, ÷òî lim
n→∞

an = 5.

6. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî√
a21 + b21 + c21 +

√
a22 + b22 + c22 + ...+

√
a2n + b2n + c2n ≥

≥
√
(a1 + a2 + ...+ an)2 + (b1 + b2 + ...+ bn)2 + (c1 + c2 + ...+ cn)2

è óñòàíîâèòå, ïðè êàêîì óñëîâèè â íåì äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî.

7. Èç ïðîèçâîëüíîé òî÷êè A ïàðàáîëû y = x2 ïðîâåäåíû äâà ëó÷à, ïåðåñåêàþùèå
ïàðàáîëó y = x2 + a2. Ïóñòü B è C � áëèæàéøèå ê A òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ. Äî-
êàæèòå, ÷òî ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîãî òðåóãîëüíèêà ABC ñ ¾ïàðàáîëè÷åñêîé¿

ñòîðîíîé BC íå ïðåâîñõîäèò
2a3

3
.



ÐÃÓ íåôòè è ãàçà (ÍÈÓ) èìåíè È. Ì. Ãóáêèíà
Îëèìïèàäà ïî âûñøåé ìàòåìàòèêå

2-5 êóðñ, 2023 ã.

1. Ìèøà, Ïåòÿ è Êîëÿ îäíîâðåìåííî ñòàðòîâàëè â çà÷åòå íà 150 ìåòðîâ. Êîãäà
Ìèøà ôèíèøèðîâàë, Ïåòÿ íàõîäèëñÿ â 20 ìåòðàõ ïîçàäè íåãî. À êîãäà ôèíèøè-
ðîâàë Ïåòÿ, Êîëÿ íàõîäèëñÿ ïîçàäè íåãî â 15 ìåòðàõ. Íà êàêîì ðàññòîÿíèè äðóã
îò äðóãà íàõîäèëèñü Ìèøà è Êîëÿ, êîãäà Ìèøà ôèíèøèðîâàë? Ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî ñêîðîñòè ìàëü÷èêîâ ïîñòîÿííû è ðàçëè÷íû.

Îòâåò: 33.

Ðåøåíèå.

Ïóñòü x, y, z � ñêîðîñòè Ìèøè, Ïåòè è Êîëè ñîîòâåòñòâåííî, s � èñêîìîå
ðàññòîÿíèå. Òîãäà 

150

x
=

130

y
,

150

y
=

135

z
,

150

x
=

150− s
z

,

s = 150− 150z

x
= 150− 130

y
· 135y
150

= 33.

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå |1− 2 sinx+ cosx|+ 2 sinx+ 1 = cos 2x.

Îòâåò: π + 2πn, n ∈ Z.

Ðåøåíèå.

Ðàñêðîåì ìîäóëü äâóìÿ ñïîñîáàìè
à) Ïðè 1−2 sinx+cos x ≥ 0 ïîëó÷àåì 2 cos2 x−cosx−3 = 0, x = π+2πn, n ∈ Z.
Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé óáåæäàåìñÿ, ÷òî ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
ðàñêðûòèÿ ìîäóëÿ.
á) Ïðè 1− 2 sinx+ cosx < 0 ïîëó÷àåì 4 sinx− 2 cosx = cos 2x.
Çàìåòèì, ÷òî 1− 2 sinx+ cosx < 0⇒ 4 sinx− 2 cosx > 2. Òîãäà
4 sinx − cosx > 2 + cosx ≥ 1 ≥ cos 2x. Ñëåäîâàòåëüíî, âî âòîðîì ñëó÷àå
óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé.



3. Ïóñòü x0 � êîðåíü íåêîòîðîãî óðàâíåíèÿ

x4 + a3x
3 + a2x

2 + a1x+ a0 = 0

ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, íî íå èìåþùåãî öåëûõ êîðíåé, à òàêæå êîðåíü íåêî-
òîðîãî óðàâíåíèÿ òðåòüåé ñòåïåíè ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Äîêàæèòå, ÷òî
òîãäà x0 � êîðåíü íåêîòîðîãî êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Ðåøåíèå.

Îáîçíà÷èì P (x) = x4 + a3x
3 + a2x

2 + a1x+ a0, P (x0) = 0,
T (x) = p3x

3 + p2x
2 + p1x+ p0, T (x0) = 0.

Òàê êàê ñòàðøèé êîýôôèöèåíò P (x) ðàâåí 1, òî ïî òåîðåìå î ðàöèîíàëüíûõ
êîðíÿõ ìíîãî÷ëåíà ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè x0 � èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî.
Òîãäà P (x) = T (x)Q(x)+R(x), ãäå Q(x) è R(x) � ìíîãî÷ëåíû ñ ðàöèîíàëüíûìè
êîýôôèöèåíòàìè, à ñòåïåíü R(x) ðàâíà 0, 1 èëè 2 ïî òåîðåìå Áåçó. Ïðè÷åì R(x)
íå ìîæåò áûòü òîæäåñòâåííî ðàâíûì íóëþ, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå Q(x) = x− a,
ãäå a ðàöèîíàëüíî è ÿâëÿåòñÿ êîðíåì P (x).
Íî 0 = P (x0) = R(x0), òî åñòü x0 � ýòî êîðåíü R(x) (òàê ÷òî R(x) íå êîíñòàíòà),
íî åñëè R(x) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ïåðâîé ñòåïåíè, òî åãî åäèíñòâåííûé êîðåíü
ðàöèîíàëåí. Ïîýòîìó ýòî ìíîãî÷ëåí âòîðîé ñòåïåíè.

4. Íàéäèòå ïëîùàäü ñå÷åíèÿ ýëëèïñîèäà

x2

25
+
y2

4
+
z2

64
≤ 1

ïëîñêîñòüþ z + 2y = 1.

Îòâåò: 19, 75π.

Ðåøåíèå.

Ïåðåñå÷åíèå ýëëèïñîèäà è ïëîñêîñòè � ýòî ýëëèïñ (â ñëó÷àå, êîíå÷íî, ÷òî
îíè ïåðåñåêàþòñÿ áîëåå, ÷åì â îäíîé òî÷êå, à â ýòîì ëåãêî óáåäèòüñÿ â íàøåì
ñëó÷àå). Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïëîùàäè ýëëèïñà äîñòàòî÷íî íàéòè åãî ïîëóîñè a
è b è âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé S = πab (åå òàêæå ëåãêî ïîëó÷èòü ïóòåì
èíòåãðèðîâàíèÿ èëè àôôèííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ).



Çàìåòèì, ÷òî ïëîñêîñòü ïàðàëëåëüíà îñè Ox, à òàêæå, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ êîí-
ñòðóêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè Oyz. Ñëåäîâàòåëüíî,
ñå÷åíèå òàêæå ñèììåòðè÷íî è îäíà åãî îñü ëåæèò â ïëîñêîñòè Oyz, à âòîðàÿ åé
ïåðïåíäèêóëÿðíà, òî åñòü ïàðàëëåëüíà îñè Ox.
Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòè è ýëëèïñîèäà â ïëîñêîñòè Oyz íàõîäèì ïóòåì ðå-
øåíèÿ ñèñòåìû:  z + 2y = 1,

y2

4
+
z2

64
= 1.

C(0; 0,1 + 0,2
√
79; 0,8− 0,4

√
79), A(0; 0,1− 0,2

√
79; 0,8 + 0,4

√
79).

Öåíòðîì ýëëèïñà áóäåò ñåðåäèíà îòðåçêà AC � òî÷êà O(0; 0,1; 0,8).
Òî÷êó íà ýëëèïñîèäå, ÷åðåç êîòîðóþ ïðîõîäèò ïåðïåíäèêóëÿð ê Oyz, ïðîâåäåí-
íûé ÷åðåç òî÷êó O, íàõîäèì, ïîäñòàâèâ êîîðäèíàòû òî÷êè O ïî y è z â óðàâíåíèå
ýëëèïñîèäà:B(

√
79 · 25/80; 0,1; 0,8). Íàõîäèì ïîëóîñè, êàê ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñî-

îòâåòñòâóþùèìè òî÷êàìè, è âû÷èñëÿåì ïëîùàäü

AO =
√

79/5, BO =
√
79 · 25/80,

S = π

√
79 · 79 · 25

80 · 5
= π · 79 · 5

20
= 19, 75π.

5. Ðåøèòå óðàâíåíèå

4
∞∑
n=0

(−1)n x
2n

3n+1
=

∞∑
n=0

(−1)n ln
n x

n!
.



Îòâåò: 1.

Ðåøåíèå.

Çàìåòèì, ÷òî ïåðâàÿ ñóììà ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, à
âòîðàÿ � ðÿäîì Ìàêëîðåíà äëÿ ýêñïîíåíòû

4
∞∑
n=0

(−1)n x
2n

3n+1
=

4

3

∞∑
n=0

(
−x2

3

)n
=

4

x2 + 3
,

∞∑
n=0

(− lnx)n

n!
= e− lnx =

1

x
.

Ïðè÷åì ïåðâûé ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè x2 < 3, à âòîðîé ñõîäèòñÿ âåçäå íà îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ, òî åñòü ïðè x > 0. Òîãäà ïðè 0 < x <

√
3

4

x2 + 3
=

1

x
, x2 − 4x+ 3 = 0, x = 1.

6. Äîêàæèòå, ÷òî äëèíà äóãè ñèíóñîèäû y = sinx, ãäå x ∈ [0; π/2], ìåíüøå 2.

Ðåøåíèå.

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé äëèíû äóãè

L =

b∫
a

√
1 + (y′(x))2dx.

L =

π/2∫
0

√
1 + cos2 xdx =

π/4∫
0

√
1 + cos2 xdx+

π/2∫
π/4

√
1 + cos2 xdx.

Ñâåäåì âòîðîé îòðåçîê èíòåãðèðîâàíèÿ ê ïåðâîìó, ñäåëàâ çàìåíó t = π/2 − x.
Òîãäà

L =

π/4∫
0

(
√
1 + cos2 x+

√
1 + sin2 x)dx,

(
√

1 + cos2 x+
√

1 + sin2 x)2 = 1 + cos2 x+ 1 + sin2 x+ 2
√

2 + 2 sin2 x cos2 x =

= 3 + 2

√
2 + 0,25 sin2 2x ≤ 3 + 2

√
2 + 0,25 = 6,

L ≤ π
√
6

4
<

3,2 · 2,5
4

= 2



7. Äàíà ôóíêöèÿ

f(x) =

{
e
√
−x + e−

√
−x, x < 0,

2 cos
√
x, x ≥ 0.

Äîêàæèòå, ÷òî â òî÷êå x = 0 îíà èìååò ïåðâóþ è âòîðóþ ïðîèçâîäíûå, è
âû÷èñëèòå èõ.
Îòâåò: −1; 1/6.

Ðåøåíèå.

Ïðîèçâîäíûå ìîæíî íàéòè íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì îäíîñòîðîííèõ
ïðåäåëîâ â òî÷êå, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ. Íî ïðèâåäåì áîëåå
èçÿùíîå ðåøåíèå.
Ðàçëîæèì îáå ôóíêöèè â ðÿä Ìàêëîðåíà.

e
√
−x + e−

√
−x =

∞∑
n=0

(
√
−x)n

n!
+
∞∑
n=0

(−
√
−x)n

n!
=

=
∞∑
n=0

(
√
−x)n

n!
(1 + (−1)n) = 2

∞∑
n=0

(
√
−x)2n

(2n)!
) = 2

∞∑
n=0

(−1)nxn

(2n)!
,

2 cos
√
x = 2

∞∑
n=0

(−1)n(
√
x)2n

(2n)!
) = 2

∞∑
n=0

(−1)nxn

(2n)!
.

Òàêèì îáðàçîì ìû âèäèì, ÷òî ýòè ðÿäû ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò è àáñîëþòíî ñõî-
äÿòñÿ íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëóîñÿõ. Òîãäà îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå ëþáîãî
ïîðÿäêà ñëåâà è ñïðàâà òîæå ñîâïàäàþò, òî åñòü ïðîèçâîäíûå ñóùåñòâóþò è ðàâ-
íû êîýôôèöèåíòàì ðÿäà Ìàêëîðåíà (íå çàáóäåì ïðè ýòîì, ÷òî n! â ïðîèçâîäíóþ
íå âõîäèò)

f(x) =
∞∑
n=0

2 · (−1)nxn

(2n)!
,

f (n)(0) =
2 · (−1)n · n!

(2n)!
, f ′(0) = −1, f ′′(0) = 1

6
.



РГУ нефти и газа (НИУ) имени И. М. Губкина 

Олимпиада по высшей математике 

1 курс, 2022 

 

1. В какой степени входит число 11 в разложение числа  

63! − 61! 

на простые множители? (𝑛! = 1 ∙ 2 ∙ 3 ∙ ⋯ ∙ (𝑛 − 1) ∙ 𝑛) 

2. Решить уравнение (tg𝑥 + ctg𝑥)(2 + sin𝑦) = 2. 

3. Вычислить определитель порядка n x n 

|
|

3  2  0… 0
1  3  2… 0
0  1  3 … 3
……………
0  0  0 … 3

|
| 

4. Пусть 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 – последовательные вершины правильного 12-

угольника. Выразить вектор 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ через векторы 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ и 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗.  

5. На плоскости построить множество таких точек (𝑘; 𝑏), что 

прямая 𝑦 = 𝑘𝑥 + 𝑏 не пересекает параболу 𝑦2 = 4𝑥. 

6. Построить график функции 𝑦 =
√𝑥sin2𝑥

sin𝑥
. 

7. Составить такую сходящуюся последовательность {𝑥𝑛}, что 

lim𝑛→∞ 𝑛(𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛) = ∞. 

8. Отношение корней уравнения 𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞 = 0 равно 2. Найти 

такую функцию 𝑓(𝑥), что 𝑓(𝑝) = 𝑞 для любой из 

вышеуказанных пар. 

9. Найти наибольший элемент последовательности 

 𝑎𝑛 =
√𝑛

𝑛+150
. 

10. Найти все такие матрицы 𝐵, что 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴, если 

 𝐴 = (
0 1
1 0

). 

 



ÐÃÓ íåôòè è ãàçà (ÍÈÓ) èìåíè È. Ì. Ãóáêèíà
Îëèìïèàäà ïî âûñøåé ìàòåìàòèêå

2-4 êóðñ, 2022 ã.

1. Ïàðà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë p è q òàêîâà, ÷òî îòíîøåíèå êîðíåé óðàâíåíèÿ x2 + px + q = 0
ðàâíî 2. Íàéäèòå òàêóþ ôóíêöèþ f(x), ÷òî f(p) = q äëÿ ëþáîé èç âûøåóêàçàííûõ ïàð.

2. Ïîñòðîéòå ãðàôèê ôóíêöèè y =

√
x sin2 x

sinx
.

3. Êîðàáëü ñòîèò íà ÿêîðå â 9 êì îò áëèæàéøåé òî÷êè ïðÿìîëèíåéíîãî áåðåãà. Ëàãåðü íàõîäèòñÿ
íà áåðåãó â 15 êì îò ýòîé òî÷êè. Â ëàãåðü îòïðàâëÿþò ãîíöà, êîòîðûé äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ
5 êì/÷ ïåøêîì è 4 êì/÷ íà âåñëàõ. Íà êàêîì ðàññòîÿíèè îò ëàãåðÿ îí äîëæåí ïðèñòàòü, ÷òîáû
äîáðàòüñÿ â ëàãåðü çà íàèìåíüøåå âðåìÿ?

4. Íà ïëîñêîñòè âûáðàíû òî÷êè A, B, O. Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê X, äëÿ êîòîðûõ
ñóùåñòâóåò òàêîå t ∈ R, ÷òî OX = tOA+ (1− t)OB.

5. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå âåùåñòâåííîå α, ÷òî ÷èñëî cosα èððàöèîíàëüíî, à âñå ÷èñëà cos 2α, cos 3α,
cos 4α ðàöèîíàëüíû? À åñëè äîïîëíèòåëüíî ÷èñëî cos 5α òîæå äîëæíî áûòü ðàöèîíàëüíûì?
Îòâåò îáîñíóéòå.

6. Ìíîãî÷ëåí çàäàí ïðè ïîìîùè îïðåäåëèòåëÿ

Pn(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x x 1 2 1 3
1 1 3 1 1 1
1 3 x 1 1 2
3 1 1 1 x 1
1 2 1 1 1 2
2 1 2 1 x 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Íàéäèòå êîýôôèöèåíò ýòîãî ìíîãî÷ëåíà ïðè x3.

7. Íàéäèòå îáúåì ìíîãîãðàííèêà, îãðàíè÷åííîãî êàñàòåëüíûìè ïëîñêîñòÿìè ê ýëëèïñîèäó
x2

12
+
y2

3
+
z2

3
= 1 â òî÷êàõ (±2;±1;±1) (8 ðàçëè÷íûõ òî÷åê ñî âñåâîçìîæíûìè êîìáèíàöèÿìè

çíàêîâ).

8. Âû÷èñëèòå èíòåãðàë
4∫

1

ln
(
5
x
− 1
)
dx

lnx ln(5− x)
.

9. Âû÷èñëèòå ïðåäåë
lim
n→∞

(4
3
√
4

9
√
4

27
√
4...

3n
√
4).

10. Èç 28 ó÷åíèêîâ 11 êëàññà 9 ïðî÷èòàëè è ¾Âîéíó è ìèð¿, è ¾Ïðåñòóïëåíèå è íàêàçàíèå¿.
Âñòðåòèâøèñü â êëàññå, âñå, êòî ïðî÷èòàë îáå êíèãè, ïîæàëè äðóã äðóãó ðóêè, à êàæäûé,
êòî ïðî÷èòàë òîëüêî îäíó èç íèõ, ïîæàë ðóêó êàæäîìó, êòî ïðî÷èòàë òîëüêî âòîðóþ, ïðè÷åì
â îáîèõ ñëó÷àÿõ ÷èñëî ðóêîïîæàòèé îêàçàëîñü îäèíàêîâûì. Ñêîëüêî ó÷åíèêîâ 11 êëàññà íå
ïðî÷èòàëè íè îäíó èç ýòèõ êíèã, åñëè èçâåñòíî, ÷òî èõ ÷èñëî íå÷åòíî?



РГУ нефти и газа (НИУ) имени И. М. Губкина 

Олимпиада по высшей математике 

1 курс, 2021 

 

1. Что больше: 2100 или 9999? Ответ обосновать.  

2. Отрезки с длинами 𝑎, 𝑏, 𝑐 образуют треугольник. Докажите, что 

отрезки с длинами √𝑎, √𝑏, √𝑐  также являются сторонами некоторого 

треугольника.  

3. Найдите все значения 𝑎, при каждом из которых множеством 

решений неравенства   

4𝑥 − |𝑥| − |2𝑥 − 𝑎|

𝑥2 − 𝑎2
≤ 0 

является некоторый луч. 

4. Определитель  порядка n состоит из цифр от 0 до 9. Если каждую 

его строку прочитать как n-значное число, то оно делится на 17. 

Доказать, что сам определитель делится на 17. 

5. Отрезок длины 3 движется так, что его концы остаются на 

положительных полуосях 𝑂𝑋 и 𝑂𝑌. Какую линию описывает точка, 

находящаяся на расстоянии 1 от одного из концов отрезка? 

6. Построить график функции 𝑦 = lim
𝑛→∞

ln(2𝑛+𝑥𝑛)

𝑛
  (𝑥 ≥ 0). 

7. Вычислите производную 2021-го порядка от функции 𝑦 =
1

𝑥2−3𝑥+2
. 

8. Доказать, что система уравнений 

{
 
 

 
 𝑎11𝑥1 +⋯+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 =

1

2
𝑥1,

…

𝑎𝑛1𝑥1 +⋯+ 𝑎𝑛𝑛𝑥𝑛 =
1

2
𝑥𝑛

 

при целых 𝑎𝑖𝑗 не имеет ненулевых решений.  



РГУ нефти и газа (НИУ) имени И. М. Губкина
Олимпиада по высшей математике

2-4 курс, 2021 г.

1. В городе Уроборос у всех семей были отдельные дома. В один прекрасный день каждая семья
переехала в дом, который раньше занимала другая семья. В связи с этим было решено покра-
сить все дома в красный, синий или зеленый цвет, причем так, чтобы для каждой семьи цвет
нового и старого домов не совпадал. Можно ли это сделать?

2. Матрица A вида  a b c
b a b
c b a


такова, что A = A−1. Найти a+ b+ c, если известно, что −1 < b < a < 0.

3. В ряд стоят 2026 чисел. Первое число равно 1. Известно, что каждое число, кроме первого и
последнего, равно сумме двух соседних. Найдите последнее число.

4. Число q таково, что параболы y = 2x2 и y = x2−6x+q пересекаются в двух точках, ограничивая
некоторую фигуру. Найдите уравнение вертикальной прямой, делящей площадь этой фигуры
пополам.

5. В выпуклом пятиугольнике ABCDE с единичными сторонами середины P , Q сторон AB, CD
и середины S, T сторон BC, DE соединены отрезками PQ и ST . Пусть M и N — середины
отрезков PQ и ST . Найдите длину отрезка MN .

6. Найти f ′y(x;x
2) для дифференцируемой функции f(x; y) удовлетворяющей условиям

f(x;x2) = 5, f ′x(x;x
2) = x.

7. Найдите экстремумы функции

y(x) =

{
1 + x, x ≤ 0

(x)x
3

, x > 0
.

Ответ обоснуйте.

8. Функция g(x) нечетна. Вычислите интеграл

1∫
−1

dx

1 + eg(x)
.



РГУ нефти и газа (НИУ) имени И. М. Губкина 

Олимпиада по высшей математике, 1курс, 2020 

 
1.  Известно, что 𝑥2 + 5𝑥 + 1 = 0. Найти 𝑥64 + 𝑥−64. 

 

2. Окружность вписана в квадрат со стороной 1. Доказать, что для всех 

точек окружности сумма квадратов расстояний до вершин квадрата 

постоянна, и найти эту величину.  

 

 

3. Найти все корни уравнения  |
|

1           1            1   …       1
1       1 − 𝑥        1    …      1
1       1         2 − 𝑥  …       1
…    …             …       …     …

 1         1            1       …    𝑛 − 𝑥

 |
| = 0. 

 

4. На стороне 𝐴𝐷 параллелограмма 𝐴𝐵𝐶𝐷 выбрана точка 𝐾, а на 

диагонали 𝐴𝐶 – точка 𝑀 так, что 𝐴𝐾⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =
1

5
𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗, 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  =

1

6
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗. Доказать, 

что точки 𝐾,𝑀, 𝐵 лежат на одной прямой.  

 

 
5. Биссектрисы внутренних углов треугольника лежат на прямых 

 2𝑥 + 11𝑦 + 6 = 0 и 9𝑥 − 13𝑦 + 27 = 0. Составить уравнение 
прямой, на которой лежит сторона треугольника, не проходящая 
через вершину 𝐴(−2,−7). 

 

6. Известно, что 𝑓(1) = 2 и что при любых 𝑥, 𝑦   
𝑓(𝑥𝑦) = 𝑓(𝑥)𝑓(𝑦) − 𝑓(𝑥 + 𝑦) + 1. Найти для любого целого 𝑛 𝑓(𝑛). 
 

7. Вычислить lim
𝑥→0

cos(
𝜋

2
cos𝑥)

sin (sin𝑥)
. 

 

8. Известно, что 𝐴 – матрица размера 3 × 2, 𝐵 – матрица размера 2 × 3 

и что 𝐴𝐵 = (
8 2 −2
2 5 4

−2 4 5
). Найти 𝐵𝐴. 

  
 



ÐÃÓ íåôòè è ãàçà (ÍÈÓ) èìåíè È. Ì. Ãóáêèíà
Îëèìïèàäà ïî âûñøåé ìàòåìàòèêå

2-4 êóðñ, 2020 ã.

1. Ó 25 ðàâíûõ êâàäðàòèêîâ êàæäóþ ñòîðîíó ïîêðàñèëè â îäèí èç n öâåòîâ. Ìîæíî ïðèêëàäû-
âàòü êâàäðàòèêè äðóã ê äðóãó îäíîöâåòíûìè ñòîðîíàìè. Îêàçàëîñü, ÷òî ïî ýòîìó ïðàâèëó äëÿ
êàæäîãî èç èñïîëüçóåìûõ öâåòîâ ìîæíî ñëîæèòü èç âñåõ êâàäðàòèêîâ áîëüøîé êâàäðàò 5õ5
òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âñå ñòîðîíû áîëüøîãî êâàäðàòà áûëè ïîêðàøåíû â ýòîò öâåò. Íàéäèòå
íàèáîëüøåå âîçìîæíîå n.

2. Íàéäèòå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå çíà÷åíèå k, ïðè êîòîðîì ñèñòåìà
kx1 + x2 + ...+ xn−1 + xn = 1
x1 + kx2 + ...+ xn−1 + xn = 1
..................................

x1 + x2 + ...+ xn−1 + kxn = 1

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

3. Èç ãîðîäîâ A è B îäíîâðåìåííî íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó âûåçæàåò âåëîñèïåäèñò è âûõîäèò ïåøå-
õîä. Ñêîðîñòü âåëîñèïåäèñòà 25 êì/÷. Ïîñëå âñòðå÷è îíè ïîâîðà÷èâàþò íàçàä è âîçâðàùàþòñÿ
êàæäûé â ñâîé ãîðîä, ïðè÷åì âåëîñèïåäèñò ïðè ýòîì äâèæåòñÿ ñ ïðåæíåé ñêîðîñòüþ, à ïåøå-
õîä óâåëè÷èâàåò ñâîþ ñêîðîñòü íà 1 êì/÷. Ñ êàêîé ñêîðîñòüþ äîëæåí èäòè ïåøåõîä, ÷òîáû
åãî âðåìÿ íàõîæäåíèÿ â ïóòè áûëî íàèáîëüøèì?

4. Íàéäèòå ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

xn+1 =
xn + a/xn

2
, n ≥ 1, x1 > 0, a > 0.

5. Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî öåíòðîâ îêðóæíîñòåé, êàñàþùèõñÿ äâóõ äàííûõ îêðóæíîñòåé,
îäíà èç êîòîðûõ ðàñïîëîæåíà ñòðîãî âíóòðè äðóãîé (îêðóæíîñòè íå èìåþò îáùèõ òî÷åê).

6. Äîêàæèòå ðàâåíñòâî
e∫

1

√
lnxdx+

1∫
0

ex
2

dx = e.

7. Îáùèé ÷ëåí ðÿäà
∞∑
n=1

an çàäàí ôîðìóëîé

an =


1

n
, n 6= 3k

− 2

n
, n = 3k

.

Ñõîäèòñÿ ëè ýòîò ðÿä? Îòâåò îáîñíóéòå.

8. Åäèíè÷íûé êóá ïðîåöèðóåòñÿ íà íåêîòîðóþ ïëîñêîñòü è íà ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ê íåé ïðÿìóþ.
Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü ïðîåêöèè â ïåðâîì ñëó÷àå ÷èñëåííî ðàâíà äëèíå ïðîåêöèè âî âòîðîì.



 

28.11.2019 

I курс  

1. Решить в натуральных числах уравнение   
1

𝑥+
1

𝑦+
1
𝑧

= 0,7 . 

2. Найти наименьшую возможную сторону квадрата, внутри 

которого можно разместить без наложения 5 квадратов со 

стороной 1. 

3. Вычислить определитель |

𝑥1
2 1 1

1 𝑥2
2 1

1 1 𝑥3
2

|, если 𝑥1; 𝑥2; 𝑥3 – 

корни уравнения   8𝑥3 − 4𝑥 + 1 = 0. 
4. Вычислить 

cos7o + cos79o + cos151o + cos223o + cos295o. 
5. Составить уравнения всех окружностей, проходящих через 

точки 𝐴(−2; 4), 𝐵(6;−4). 
6. Существует ли такая функция 𝑓(𝑥), что 

 𝑓(𝑥) ∙ 𝑓 (
1

𝑥
) = 𝑥4 −

1

𝑥4
+ 2? 

7. Вычислить lim
𝑥→

𝜋

4

tg6𝑥(sin𝑥 − cos𝑥). 



РГУ нефти и газа (НИУ) имени И. М. Губкина
Олимпиада по высшей математике

2-4 курс, 2019 г.

1. По кругу стоят 12 детей. Мальчики всегда говорят правду мальчикам и врут девочкам, а
девочки всегда говорят правду девочкам и врут мальчикам. Каждый из них сказал одну фразу
своему соседу справа: "Ты — мальчик"или "Ты — девочка". Таких фраз оказалось поровну.
Сколько мальчиков и сколько девочек стоит по кругу?

2. Пусть A1, B1, C1, D1 — точки пересечения медиан граней BCD, CDA, ABD и ABC соот-
ветственно в тетраэдре ABCD. Найдите отношение объема тетраэдра A1B1C1D1 к объему
тетраэдра ABCD.

3. Найдите предел lim
n→∞

1√
8n−

√
6

(
1√

1 +
√
3
+

1√
3 +
√
5
+ ...+

1√
2n− 1 +

√
2n+ 1

)
.

4. Найдите ранг матрицы при всех действительных значениях λ
λ 1 2 ... n− 1 1
1 λ 2 ... n− 1 1
1 2 λ ... n− 1 1
. . . . . .
1 2 3 ... λ 1
1 2 3 ... n 1


5. Докажите, что для x > 0 и натурального n имеет место неравенство

1 + xn+1 ≥ (2x)n

(1 + x)n−1
.

6. Вычислите интеграл
100π∫
0

arccos(cosx)
√
1− cos 2xdx.

7. Решите дифференциальное уравнение

x2y(ydx+ xdy) = 2ydx+ xdy.

8. Найдите предел lim
x→0,y→0

xy tg(x+ y)

x2 − xy + y2
.

9. Пусть A и B — невырожденные матрицы размера 3 × 3 с вещественными элементами. Дока-
жите, что

A− (A−1 + (B−1 − A)−1)−1 = ABA

(если все указанные обратные матрицы существуют).

10. 1953 цифры выписаны по кругу. Известно, что если читать эти цифры по часовой стрелке,
начиная с некоторого определенного места, то полученное 1953-значное число делится на 27.
Докажите, что если начать читать по часовой стрелке с любого другого места, то полученное
число также будет делиться на 27.



28.11.2018 

I курс  

1. Пусть 𝐾(𝑛) обозначает сумму квадратов всех цифр натурального 

числа 𝑛. Какое наименьшее значение может принимать выражение  

4𝐾(𝑛) − 2𝑛, если 𝑛 – трёхзначное число? 

2. Последовательность {𝑥𝑛} задана следующим образом: 

 𝑥1 = 𝑎; 𝑥𝑛+1 =
2𝑥𝑛

3

3𝑥𝑛
2−1

  при 𝑛 ≥ 1. Найти все 𝑎, при которых 

последовательность определена и имеет конечный предел.  

3. Для каких чисел 𝑎 и 𝑏 найдётся многочлен степени не выше 2  𝑃(𝑥) 

такой, что  𝑃(0) = 𝑃(1) = 0  и  𝑃′(𝑎) = 𝑏? 

4. Найти определитель матрицы 𝐴 = {𝑎𝑖𝑗}, если 

 𝑎𝑖𝑗 = 𝑚𝑖𝑛(𝑖, 𝑗);  𝑖, 𝑗 = 1,2, …𝑛. 

5. Пусть 𝐴 – матрица размера 𝑚 × 𝑛, имеющая ранг 1. Доказать, что 

найдутся матрицы 𝐵 и 𝐶 размеров 𝑚 × 1 и 1 × 𝑛 соответственно, 

такие, что 𝐴 = 𝐵𝐶. 

6. Из произвольной точки гиперболы  𝑥2 − 𝑦2 = 1, отличной от 

(1; 0) и (−1; 0), проведены две касательные к окружности 

 𝑥2 + 𝑦2 = 1. Доказать, что прямая, проходящая через точки касания, 

касается гиперболы.  

7. Доказать, что для любого натурального  𝑛  число 
nn













 














 

2

173

2

173    

является целым и нечётным. 

 

 

 

 

 

 

 



28.11.2018 

II-IV курсы 

1. Пусть 𝐾(𝑛) обозначает сумму квадратов всех цифр натурального 

числа 𝑛. Какое наименьшее значение может принимать выражение  

4𝐾(𝑛) − 2𝑛, если 𝑛 – трёхзначное число? 

2. Последовательность  {𝑥𝑛} задана следующим образом: 

 𝑥1 = 𝑎; 𝑥𝑛+1 =
2𝑥𝑛

3

3𝑥𝑛
2−1

  при 𝑛 ≥ 1. Найти все 𝑎, при которых 

последовательность определена и имеет конечный предел.  

3. Пусть 𝐴 – матрица размера 𝑚 × 𝑛, имеющая ранг 1. Доказать, что 

найдутся матрицы 𝐵 и 𝐶 размеров 𝑚 × 1 и 1 × 𝑛 соответственно, 

такие, что 𝐴 = 𝐵𝐶. 

4. Из произвольной точки гиперболы  𝑥2 − 𝑦2 = 1, отличной от 

(1; 0) и (−1; 0), проведены две касательные к окружности 

 𝑥2 + 𝑦2 = 1. Доказать, что прямая, проходящая через точки касания, 

касается гиперболы.  

5. Вычислить  ∫
𝑥7−2018𝑥5+2019𝑥3−20202020𝑥+𝑒

𝑐𝑜𝑠2𝑥
𝑑𝑥

𝜋

4

−
𝜋

4

. 

6. Доказать, что каждое решение дифференциального уравнения 

 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

1

2+𝑡4+𝑐𝑜𝑠𝑥
   ограничено.  

7. Вычислить  ∑
1

𝑛(𝑛+1)2𝑛
∞
𝑛=1  . 

 

 

 

 

 

 

 

 



30.11.2017 

I курс  

1. На острове каждый житель либо рыцарь (всегда говорит правду), 

либо лжец (всегда лжет), либо обычный человек (может как 

говорить правду, так и лгать). Рыцари считаются людьми высшего 

ранга, обычные люди – среднего, а лжецы – низшего. А, B и С – 

жители этого острова. Один из них – рыцарь, другой – лжец, а 

третий – обычный человек. А и B сказали следующее.          А: «B по 

рангу выше, чем С.» B: «С по рангу выше, чем А.» Что ответил С на 

вопрос: «Кто выше по рангу – А или B?» 

2.  Найти предел   lim
𝑥→0

1

|𝑥|
𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠

√1+𝑥+√1−𝑥

2
 . 

3. Найдите все возможные тройки чисел (𝑥; 𝑦; 𝑧) , если известно, что               

𝑥! + 𝑦! = 24𝑧 + 2017, числа 𝑥 и 𝑦 –натуральные, а 𝑧  - целое и 

нечётное.  

4. Сколько различных векторов длины 5√2 с целочисленными 

координатами существует в 3-мерном пространстве? 

5. Для 𝑥 =
𝜋

2𝑛
  найдите значение суммы  𝑐𝑜𝑠2𝑥 + 𝑐𝑜𝑠22𝑥 +⋯+ 𝑐𝑜𝑠2𝑛𝑥 

. 

6.  Пусть 𝐿 – точка пересечения диагоналей 𝐶𝐸 и 𝐷𝐹 правильного 

шестиугольника 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹 со стороной 3. Точка 𝐾 такова, что 

  𝐿𝐾⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 3𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗. Найдите длину отрезка 𝐾𝐶. 

7. Последовательность 𝑎𝑛 задана рекуррентно: 𝑎0 = 0; 

𝑎𝑛+1 = {
𝑎𝑛 + 243, если 𝑎𝑛 ≤ 0,
𝑎𝑛 − 343, если 𝑎𝑛 > 0.

   Найти 𝑚𝑖𝑛{𝑛 ∈ ℕ: 𝑎𝑛 = 1} 

8. Существует ли в 3-мерном пространстве треугольник площади √7 , 

вершины которого имеют целочисленные координаты? 

9. При каких значениях параметра 𝑎 уравнение 

  4|𝑥−𝑎| log1/3(𝑥
2 − 2𝑥 + 4) + 2𝑥

2−2𝑥 log√3(2|𝑥 − 𝑎| + 3) = 0  имеет 

ровно три различных решения? 

10. Найти все целочисленные решения матричного уравнения 

 𝐴2 = (
5 2
2 8

), если 𝐴𝑇 = 𝐴. 



30.11.2017 

II-IV курсы 

1. На острове каждый житель либо рыцарь (всегда говорит правду), 

либо лжец (всегда лжет), либо обычный человек (может как 

говорить правду, так и лгать). Рыцари считаются людьми высшего 

ранга, обычные люди – среднего, а лжецы – низшего. А, B и С – 

жители этого острова. Один из них – рыцарь, другой – лжец, а 

третий – обычный человек. А и B сказали следующее.          А: «B по 

рангу выше, чем С.» B: «С по рангу выше, чем А.» Что ответил С на 

вопрос: «Кто выше по рангу – А или B?»  

2.  Найдите все возможные тройки чисел (𝑥; 𝑦; 𝑧) , если известно, что               

𝑥! + 𝑦! = 24𝑧 + 2017, числа 𝑥 и 𝑦 –натуральные, а 𝑧  - целое и 

нечётное. 

3. При каких значениях параметра 𝑎 уравнение 

  4|𝑥−𝑎| log1/3(𝑥
2 − 2𝑥 + 4) + 2𝑥

2−2𝑥 log√3(2|𝑥 − 𝑎| + 3) = 0  имеет 

ровно три различных решения? 

4. Найти предел   lim
𝑥→0

1

|𝑥|
𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠

√1+𝑥+√1−𝑥

2
 . 

5. Доказать, что 𝑠𝑖𝑛𝑠𝑖𝑛𝑠𝑖𝑛 … 𝑠𝑖𝑛⏟          1 <
1

12
2017 раз

 . 

6. При каких значениях константы 𝛼 > 0 сходится ряд ∑ (1 − 𝑛−𝛼)𝑛∞
𝑛=1  

? 

7. Найти интеграл ∫
(1−𝑥2)

5

(1+𝑥2)6
𝑑𝑥 . 

8. Сколько несовпадающих частных производных 2017-го порядка 

имеет функция 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑠𝑖𝑛𝑥 ∙ 𝑠𝑖𝑛𝑦 ∙ 𝑠𝑖𝑛𝑧 ? 

9. Даны константы 𝐴, 𝐵 ∈ ℝ и 𝑚 > 𝑘 > 0 . Найти предел 

 lim
𝑇→+∞

1

𝑇
∫ (𝐴𝑠𝑖𝑛𝑘𝑡 + 𝐵𝑠𝑖𝑛𝑚𝑡)2𝑑𝑡
𝑇

0
 . 

10. Решить задачу Коши   {
𝑦′′𝑐𝑜𝑠𝑥 − 2𝑦′𝑠𝑖𝑛𝑥 + 8𝑦𝑐𝑜𝑠𝑥 = 0,

𝑦(0) = 1,   𝑦′(0) = 0.
 

 

 



05.12.2016 

I курс  

1. (10 баллов) 

 В большом бочонке 8 литров нефти. Требуется разлить эту нефть 

пополам в две ёмкости. В наличии имеется еще два пустых бочонка: 

в один входит  5 литров, в другой – 3 литра. Как разлить нефть не 

более чем за 7 переливаний?  

2. (15 баллов)  

Вычислить lim
𝑛→∞

(𝑐𝑜𝑠
𝑎

𝑛
)
𝑛
  при любом значении 𝑎. 

3. (15 баллов)  

Решить уравнение   𝑋2016 = 𝑋2,  где 𝑋 = (
0 𝑥
𝑦 0

) , 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ; 𝑥2 +

𝑦2 > 0. 

4. (15 баллов)  

Может ли сечение куба  (некоторой плоскостью) быть правильным 

пятиугольником?  

5. (15 баллов)  

Решите неравенство   𝑦2 + 𝑦3 + √𝑦3 − 𝑥2 − 3𝑥𝑦
4

≤ 5𝑥𝑦   в 

действительных числах. 

6. (15 баллов)  

Докажите, что геометрическое место середин параллельных 

отрезков с концами на разных ветвях гиперболы есть прямая.  

7. (15 баллов)  

Последовательность 𝑎𝑛 задана рекуррентно: 𝑎1 = 1; 𝑎𝑛+1 =

{
𝑎1 + 𝑎2 +⋯+ 𝑎𝑛 , если 𝑛 чётно

𝑎𝑛 + 1  , если 𝑛 нечётно
 

Найдите остаток от деления 𝑎2016 на 24.  

 

 

 

 

 

 



05.12.2016 

II-IV курсы 

1. (15 баллов)  

Малыш может съесть торт за 10 минут, банку варенья за 13 минут 

и выпить кастрюльку молока за 14 минут. Карлсон может сделать 

это за 6, 6 и 7 минут соответственно. За какое наименьшее время 

они могут покончить с завтраком (состоящим, очевидно, из 

одного торта, одной банки варенья и одной кастрюльки молока)? 

2. (15 баллов)  

Вычислить  ∫
√𝑥𝑑𝑥

1+𝑥2
+∞

0
 . 

3. (20 баллов)  

Найти сумму ряда 𝑆 = ∑
1

𝑛(𝑛+1)2𝑛
∞
𝑛=1  . 

4. (20 баллов)  

Пусть квадратные матрицы из действительных чисел 𝐴 и 𝐵 такие, 

что 𝐴−1 + 𝐵−1 = (𝐴 + 𝐵)−1. Приведите пример таких матриц и 

докажите, что 𝑑𝑒𝑡𝐴 = 𝑑𝑒𝑡𝐵. 

5. (15 баллов)  

Решите дифференциальное уравнение 𝑥(𝑥 + 𝑦)𝑦′ = 𝑥 + 𝑥𝑦 + 𝑦2. 

6. (15 баллов)  

Вычислить lim
𝑛→∞

(
2

𝑛2
𝑒
(
1

𝑛
)
2

+
4

𝑛2
𝑒
(
2

𝑛
)
2

+
6

𝑛2
𝑒
(
3

𝑛
)
2

+⋯+
2𝑛

𝑛2
𝑒
(
𝑛

𝑛
)
2

). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



I курс, декабрь 2015 

1. В пещере живут сороконожки и трёхголовые драконы – всего 14 голов 

и 330 ног. Сколько ног у дракона?  

2. Могут ли  𝑠𝑖𝑛𝜑  и  𝑐𝑜𝑠𝜑  быть одновременно ненулевыми 

рациональными числами?  

3. Решить уравнение:  (𝑡𝑔𝑥 + 𝑐𝑡𝑔𝑥)(2 + 𝑠𝑖𝑛𝑦) = 2. 

4. Площадь трапеции равна 2, а сумма её диагоналей равна 4. Найдите 

высоту трапеции.  

5. Вычислите определитель порядка 2𝑛 , если элементы его главной 

диагонали равны 𝑎, элементы его побочной диагонали равны 𝑏, а 

остальные элементы равны нулю. 

6. Докажите тождество:  (𝑎 × 𝑏⃗ ) × (𝑎 × 𝑐 ) = 𝑎 (𝑎 𝑏⃗ 𝑐 ). 

7. Найти 
𝑓(
1

𝑥
)

𝑓(𝑥)
 , если 𝑓 (

1

𝑥2
) = 𝑥 + √1 + 𝑥4  при 𝑥 > 0. 

8. Вычислите предел (или же установите, что он не существует): 

lim
𝑥→∞

𝑥 ∙  √𝑠𝑖𝑛
1

𝑥2
 . 

9. Пусть 𝑥𝑖 = cos(𝑥𝑖−1)  при 𝑖 = 2; 3; 4;… . Докажите, что lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 

существует и не зависит от 𝑥1(𝑥1 ∈ ℝ). 

10. Найдите 𝑑𝑒𝑡𝐴, если 𝐴 – матрица размера 2 × 2 и 𝐴2 + 𝐸 = 0. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



II-IV курсы, декабрь 2015 

1. В пещере живут сороконожки и трёхголовые драконы – всего 14 голов 

и 330 ног. Сколько ног у дракона?  

2. Площадь трапеции равна 2, а сумма её диагоналей равна 4. Найдите 

высоту трапеции.  

3. Вычислите определитель порядка 2𝑛 , если элементы его главной 

диагонали равны 𝑎, элементы его побочной диагонали равны 𝑏, а 

остальные элементы равны нулю. 

4. Пусть 𝑥𝑖 = cos(𝑥𝑖−1)  при 𝑖 = 2; 3; 4;… . Докажите, что lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 

существует и не зависит от 𝑥1(𝑥1 ∈ ℝ). 

5. Найти и построить область определения функции                          𝑧 =

√1 − 𝑥4 − 𝑦2 + 2𝑥2𝑦 . 

6. Длина верёвки 12 метров. Каким образом нужно разрезать верёвку на 3 

части длиной 𝑥, 𝑦, 𝑧 (метров), чтобы величина 𝑥𝑦2𝑧3 приняла 

наибольшее возможное значение.  

7. Вычислите неопределённый интеграл: ∫
𝑙𝑛(𝑙𝑛𝑥)

𝑥𝑙𝑛2𝑥
𝑑𝑥. 

8. Вычислите предел: lim
𝑛→∞

1𝑘+2𝑘+⋯+𝑛𝑘

𝑛𝑘+1
. 

9. Найдите общее решение уравнения 𝑦 = 𝑥𝑦′ + 𝑥2𝑦′′. 

10. Найдите сумму ряда 
1

1∙4
+

1

4∙7
+

1

7∙10
+⋯ . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



04.03.2015, 1-4 курсы 

1. Плоскость выкрашена в три цвета. Доказать, что для любого 

положительного числа 𝑑 найдутся две точки одного цвета, расстояние 

между которыми равно 𝑑. 

2. Решите уравнение √𝑥 + 4 = 𝑥2 − 4. 

3. Докажите, что определитель любого порядка (не менее двух), каждый 

из элементов которого по модулю равен 1, сам не может равняться по 

модулю 1.  

4. Постройте график функции 𝑦 = lim
𝑛→+∞

(𝑥 − 1)𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(𝑥𝑛) 

5. При каких 𝑎, 𝑏 функция 𝑓(𝑥) = {

𝑎, 𝑥 = 0
𝑏, 𝑥 = 1

𝑥𝑙𝑛𝑥

𝑥2−1
, 𝑥 > 0, 𝑥 ≠ 1

 дифференцируема 

при 𝑥 > 0? 

6. Составить элементарную функцию двух переменных, область 

определения которой состоит из прямой и точки. 

7. Вычислить lim
𝑛→+∞

𝑛∑
1

𝑛2+𝑖2
𝑛
𝑖=1 . 

8. Докажите, что все решения уравнения 𝑦′ =
1

1+𝑥2+𝑦2
   ограничены на 

всей числовой оси.  

9. Найдите многочлен 𝑃(𝑥)  третьей степени с целочисленными 

коэффициентами, такой что ∫ 𝑥𝑃(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝑥3𝑃(𝑥)
1

0
𝑑𝑥 =

1

0

∫ 𝑥5𝑃(𝑥)𝑑𝑥 = 0.
1

0
 

10. Для всякой ли матрицы 𝐴 второго порядка можно найти такие числа 

𝑝, 𝑞 , что 𝐴2 + 𝑝𝐴 + 𝑞𝐸 = 0? 

 

 

 

 

 

 



1 курс, декабрь 2014 

1. Дроби   
1

2
;  
1

3
;  
1

6
   образуют арифметическую прогрессию. Можно ли 

составить арифметическую прогрессию, содержащую 4 члена вида 
1

𝑛
 

, где 𝑛 ∈ ℕ и такую, что все её члены  различны? А аналогичную, 

содержащую 10 членов такого вида? А 1000 членов?  

2. Пусть ∆1= |
𝑎 𝑏 𝑐
𝐴 𝐵 𝐶
𝑋 𝑌 𝑍

| ≠ 0, ∆2= |
21𝐶 7𝑍 133𝑐
15𝐴 5𝑋 95𝑎
3𝐵 𝑌 19𝑏

|. Вычислить   
∆2

∆1
 . 

3. Вычислите cos 70 + 𝑐𝑜𝑠790 + 𝑐𝑜𝑠1510 + 𝑐𝑜𝑠2230 + 𝑐𝑜𝑠2950 . 

4. Прямые  𝐴1𝑥 + 𝐵1𝑦 + 𝐶1 = 0  и  𝐴2𝑥 + 𝐵2𝑦 + 𝐶2 = 0  пересекаются 

под углом 300. Докажите, что хотя бы одно из чисел 𝐴1, 𝐵1, 𝐴2, 𝐵2  

иррационально.  

5. Найдите область определения функции 𝑦 = 𝑙𝑜𝑔2𝑙𝑜𝑔3𝑙𝑜𝑔4𝑙𝑜𝑔5𝑥. 

6. Найдите значение выражения 
√
3√5√3√5√3√5… . 

7. Вычислите 𝑦(𝑛) (n-ю производную, 𝑛 ∈ ℕ) для функции 𝑦 =
1

𝑥2−3𝑥+2
 

. 

8. Найдите область определения функции 𝑦 = √1 + 𝑥 − 𝑒𝑥 . 

9. Найдите все матрицы, перестановочные с матрицей 𝐴 = (
0 1
1 0

) (т.е. 

такие матрицы 𝐵, что 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 ). 

10. Может ли сечением куба (плоскостью) быть правильный 

пятиугольник?  

 

 

 

 

 

 



I курс, март 2014 

1. Доказать, что многочлен   
𝑥5

120
−
𝑥3

24
+

𝑥

30
   при любых целых 𝑥 

принимает целые значения. 

2. Постройте линию, задаваемую уравнением 

 |𝑦| = (|𝑥| − 1)(|𝑥| − 3). 

3. Дано: ABCD — прямоугольник, М — любая точка пространства. 

Доказать, что  𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ∙ 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ∙ 𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  . 

4. Найти  𝐴2014 ,  если        𝐴 =
1

2
(√
3 −1

1 √3
) . 

5. Вычислить   lim
𝑥→

𝜋

4

(𝑡𝑔𝑥)𝑡𝑔2014𝑥. 

6. Найти 𝑎 и 𝑏, если         lim
𝑥→1

(𝑥−1)(𝑥−5)

𝑥3+𝑎𝑥+𝑏
= −3. 

7. Найти 𝑓(𝑥), если       {
𝑓′(𝑥) = 𝑓′(𝑥 − 1)

𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑥 − 1) = 𝑥
 . 

8. Доказать, что    𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑡𝑔𝑥 > 2𝑥    при  𝑥 ∈ (0;
𝜋

2
). 

9. Пусть ∆𝑛 – определитель порядка 𝑛, в котором главная диагональ и 

соседняя с ней сверху заняты единицами, а соседняя снизу – 

числами  (-1), остальные элементы – нули. Показать, что ∆𝑛+2=

∆𝑛+1 + ∆𝑛  и найти ∆14 . 

10. Две вершины треугольника фиксированы, а третья движется 

так, что один из углов при основании вдвое больше другого. 

Доказать, что она движется по гиперболе.  

 

 

 

 

 

 

 

 



II-IV курсы, март 2014 

 

1. Постройте линию, задаваемую уравнением  

 𝑙𝑜𝑔2(4𝑥
2 + 𝑦2) = 𝑙𝑜𝑔2

2(𝑥2 + 0,25𝑦2). 

2. Найти  𝐴20142014 , если      𝐴 =
1

2
(√
3 −1

1 √3
) . 

3. Доказать, что    𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑡𝑔𝑥 > 2𝑥    при  𝑥 ∈ (0;
𝜋

2
). 

4. Пусть ∆𝑛 – определитель порядка 𝑛 , в котором главная диагональ и 

соседняя с ней сверху заняты единицами, а соседняя снизу – 

числами  (-1), остальные элементы – нули. Показать, что ∆𝑛+2=

∆𝑛+1 + ∆𝑛  и найти ∆14 . 

5. Найти 𝑦(𝑥) ,если 𝑦(𝑥) = ∫ 𝑦2(𝑡)𝑑𝑡 + 2014𝑥
𝑥

0
 . 

6. Решить систему уравнений   {

𝑦1
′ = 2014𝑦1 + 𝑦2
𝑦2
′ = 2014𝑦2 + 𝑦3
𝑦3
′ = 2014𝑦3

 . 

7. Функция 𝑓(𝑥) положительна на всей оси. Вычислить 

∫
𝑓(𝑥−𝑎)𝑑𝑥

𝑓(𝑥−𝑎)+𝑓(𝑏−𝑥)

𝑏

𝑎
 . 

8. Вычислить lim
𝑛→∞

(
2

𝑛2
𝑒
(
1

𝑛
)
2

+
4

𝑛2
𝑒
(
2

𝑛
)
2

+
6

𝑛2
𝑒
(
3

𝑛
)
2

+⋯+
2𝑛

𝑛2
𝑒
(
𝑛

𝑛
)
2

). 

9. Составить элементарную функцию двух переменных, область 

определения которой состоит из прямой и точки.  

10. Сходится ли ряд ∑
1

𝜆𝑛
2

∞
𝑛=1  , где 

       0 < 𝜆1 < 𝜆2 < ⋯  – последовательные корни уравнения 𝑥 = 𝑡𝑔𝑥? 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Технари, 1 курс, 2013 

1. Найти предел 
n

n

n n

n



...21
lim

2

. 

 

2. Дифференцируема ли в нуле функция  ?
2

1)( 3

2x
xexf x   

 

 

3. Функция )(xf непрерывна на отрезке [0;1] и дифференцируема на 

интервале (0;1). Доказать, что если 0)1()0(  ff , то в некоторой точке 

(0;1) )()( xfxf  . 

 

4. Решить уравнение ).11(
22

1
2 


xx
x  

 

 

5. Доказать, что определитель 

64809911854239144350

61372265632316571489

82561371891659646152

39177555387992251237

 не равен нулю. 

  

 

6. Найти угол, под которым пересекается парабола 2pxy   ( 0p ) и 

эллипс 1
2

2
2

 y
x

. 

 

7. Доказать, что для любого натурального n  число 
nn













 














 

2

173

2

173

является целым и нечетным.  

 

 

 

 

 



Экономисты , 1 курс, 2013 

1. (1 б.) Доказать, что если CPBNAM ,,  - медианы ABC , то 0 CPBNAM . 

 

2. (2 б.) Вычислить производную функции ))lg(arcsin(sinlog
)5(

xxy xex
 

. 

 

3. (2 б.) Исследовать ряд 


 



1
2 ln

)1(

n

n

nnn
 на сходимость.  

 

4. (3 б.) Найти расстояние между прямыми 
1

3

4

2

8

1 





 zyx  и 

1

1

22

1 





 zyx     и составить уравнение общего перпендикуляра к 

этим двум прямым.  

5. (3 б.) Решить неравенство 0

1

1

1 2









xxx

xxx

xxx

. 

 

6. (3 б.) Найти предел ))cos(ln)1(cos(ln(lim xx
x




. 

 

7. (3 б.) Найти a  и 0x  при условии, что уравнение 043 34  axx   имеет 

единственный корень 0x . 

 

8. (3 б.) При каком R  существует вектор a , удовлетворяющий 

условиям: 3)2(  kjia , kjikija  )2( ? 

 

9. (4 б.) Дан треугольник с вершинами )6;0(),0;3(),4;0( CBA  . Найти 

расстояние от вершины С до биссектрисы угла А. 

 

10. (4 б.) Наудачу взято пятизначное число, составленное из цифр 

0, 1, 2, 3, 5. Какова вероятность, что оно делится  

      а) на 4; 

      б) на 5? 



Экономисты, 2-4 курс, 2013 

1. (1 б.) Вычислить производную функции ))(log(coslog 3)lg2( arcctgxxy xx   . 

2. (2 б.) Найти расстояние между прямыми 
1

3

4

2

8

1 





 zyx  и 

1

1

22

1 





 zyx     и составить уравнение общего перпендикуляра к 

этим двум прямым.  

3. (2 б.) Решить неравенство 0

1

1

1 2









xxx

xxx

xxx

. 

4. (2 б.) Найти предел ))cos(ln)1(cos(ln(lim xx
x




. 

 

5. (3б.) Дан треугольник с вершинами )11;0(),0;4(),2;0( CBA  . Найти 

расстояние от вершины С до биссектрисы угла А. 

 

6. (3 б.) Наудачу взято пятизначное число, составленное из цифр 0, 1, 

4, 6, 8. Какова вероятность, что оно делится  

      а) на 4; 

      б) на 5? 

7. (3б.) Вычислить интеграл  

1

0
1

arcsin dx
x

x
. 

8. (3б.) Найти 
x

z




 при 1x , если yyxz 222  , где )(xy  есть решение 

уравнения 
221 yxeyx  . 

 

9. (5 б.) В круг, куда вписан квадрат, наудачу бросаются 7 точек. 

Какова вероятность, что 3 точки попадут в квадрат, а 4 – по одной в 

каждый из образовавшихся круговых сегментов?  

10. (6б.) Найти  


2

0

sincoslim dxnxbnxa
n

, 0,,,  abNnRba . 

 

 

 

 

 



МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ОЛИМПИАДА  ДЛЯ СТУДЕНТОВ  

ПЕРВОГО КУРСА, МАРТ - 2012 г. 

1. Найти вторую производную функции log (cos )
arctg x

y x . (1 б.) 

2. Найти расстояние между скрещивающимися прямыми: 

 

2 1 4 3 1

3 5 1

x y z  
 


          и       

2 5 3 1 0,

7 11 2 0.

x y z

x y z

   


     (1 б.)
 

3. Найти A и B, при которых
2

sin ,   1,
( )

1 ,    1

A x x
f x

Bx x

 
 

 
  непрерывна на  

             всей числовой оси. (1 б.) 

4. Что больше: e  или e ? Ответ обосновать. (2 б.) 

5. Найти производную 
23 /(ln(1 sin(2 ) ))x

ux e  , где 2arctg( ln )u x x    (2 б.) 

6. Найти асимптоты графика функции 
2

3

2

2 3 4
sin 2xx x

y e x
x x

 
 


  (3 б.) 

7. Доказать, что уравнение sinxe x a  разрешимо относительно x при 

любой заданной постоянной величине a.   (4 б.) 

8. Кардиоида на плоскости xOy задается параметрически двумя 

уравнениями (2cos cos2 ),    (2sin sin 2 ).x a t t y a t t     Здесь t – параметр, a – 

положительная постоянная. Показать, что в двух точках кардиоиды, 

соответствующих значениям параметра t, отличающимся на 
2

3
 , 

касательные параллельны.   (4 б.) 

9. Каким должен быть угол при вершине равнобедренного 

треугольника заданной площади, чтобы радиус вписанного в этот 

треугольник круга был наибольшим?    (5 б.)   

10. Доказать, что выражение 
2

3

2

y y
S

y y

  
     

 не изменится, если 

заменить y    на    1/y.  (8 б.) 

11. Найти пределы: 
3 3

2

20

2

1
lim ,     lim(tg )

( sin )

x
x

x
x

e x
x

x x










 


  (1 + 1 =2 б.) 

12. Два двугранных угла А и В расположены в пространстве так, 

что их ребра пересекаются под прямым углом. Одна грань угла В 

перпендикулярна обеим граням угла А, а другая  грань угла В 

пересекается с гранями угла А по двум лучам, выходящим из точки 



пересечения ребер углов А и В. Требуется найти угол ψ между этими 

лучами. Линейные углы  А и В известны и, соответственно, равны  α 

и φ (10 б.) 

13. Найти все значения производной yx

/  в точке x = y = 0, если  

     ( )x y x y y2 2 2 2 33    (6 б.) 

14. Последовательность {xn}  определена следующим образом: 

x0=a, x1=b,   xn+2=(xn+3xn+1)/4 при n0. Доказать, что существует lim n
n

x


, 

 и найти его.  (10 б.) 


